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Bevezetes

Kézikonyviink A kozépiskolai matematikatanitds idoszerii kérdései ci-
mil tovabbképzési programhoz késziilt. Az oktatasi rendszer, ezen beliil a
matematika oktatasa is folyamatosan valtozik. A Nemzeti Alaptanterv, a
Kerettantervek €s ehhez kapcsoloddan a tankonyvek is mdédosulnak, 1j,
digitalis oktatasi segédeszkzok jelennek meg. Mindez 1j kihivasok elé
allitja a gyakorlo pedagogusokat. Ugyan a tananyag egésze a hossza évek
alatt kialakult szakmai konszenzusnak megfelelden viszonylag allando,
am a hangstlyok tobb esetben is eltolodnak, ¢és igy folyamatos jragon-
dolast kivannak a matematikatanaroktol.

A program elsésorban kozépiskolai matematikatanaroknak szol, ide-
értve a kezd6 vagy tjrakezdd, tovabba az évek ota palyan 1€évo kollégékat.

A tananyag Osszeallitdsanal olyan témak kivéalasztasat tartottuk szem
elott, amelyek alaposabb targyalasa hozzajarulhat a kézépiskolai mate-
matika eredményesebb, szinvonalasabb tanitasahoz. Egyszerre kivanjuk
megOrizni €s tovabbfejleszteni a vildgviszonylatban is elismert magyar
matematikatanitds hagyomanyait, ugyanakkor innovativ modon alkal-
mazni a XXI. szazad digitalis oktatastechnologiai eredményeit. A feldol-
gozott témakorok kozott ennek megfelelden megtaldlhatok ,, Elfelejtett”
feladatmegoldasi algoritmusok ¢és a dinamikus szerkesztOprogramok fel-
hasznalasat bemutatd feladatok is. Tekintettel arra, hogy az iskolai mate-
matika tanitasa komplex, spirdlis felépitésii rendszer, sziikségesnek tartjuk
az egyes témakorok kozotti kapcsolatok tudatositasat, a tantargyon beliili
belsd koncentracid bemutatasat. Ez a torekvésiink a program egészében
nyomon kovethetd, az Analogiak az aritmetika, halmazok, logika, esemé-
nyek témakorében és a Fiiggvénytani eszkézok alkalmazasa kiilonbozo
témakorok tanitasaban cimi fejezeteknek pedig kozponti gondolata.

Az iskolai matematikatanitdsnak sokrétli szerepet kell betoltenie. A
matematika természetesen tudomany, alkotdtevékenység, mas tudoma-
nyok és iskolai tantargyak segitdje, a mindennapi élet eszkdze, kulturalis
orokség, de mindenekeldtt gondolkodasmod (Szendrei 2005: 20-30).
Bertrand Russel szavaival élve: ,,4 matematika egyik legfobb célja — ha
helyesen tanitjak — az, hogy felkelti a tanulok hitét az észben, bizalmat
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ebreszt benne a bizonyitott dolgok igazsaga és a bizonyitas értéke irant.
Igaz, hogy a koz€pszintli érettségin nem kovetelmény a bizonyitas, azon-
ban az intuicio, az érvelés, a logikus gondolkodés fejlesztését ezen a szin-
ten is elengedhetetlennek tartjuk. Ennek mikéntjérdl is szol A bizonyitds
tanitasanak kérdeései ciml fejezet. A matematikatorténeti vonatkozasok
beemelése a tantervbe nem ujdonsag, ennek moddjarol viszont kevés mod-
szertani anyag all a gyakorl6 pedagoégusok rendelkezésére. Erre adunk
példakat a Matematikatorténeti vonatkozasok beépitése a tananyagba ci-
mil fejezetben, természetesen a teljesség igénye nélkiil.

A kétszintli érettségi rendszer 2005-6s bevezetésével olyan 0j, megol-
dand¢6 tanitasi feladatok jelentek meg a matematikadérakon, amikkel ko-
rébban nem kellett foglalkozni. Gondolunk itt példaul arra, hogy a ko-
zépiskola 9-10. évfolyaméan ugyan még nem valik el képzés szintje, de az
ekkor targyalt témakorokben a tanarnak mégis tisztan kell latnia, hogy
melyek azok a tanitdsi momentumok, amelyek hozzédjarulnak az emelt
szintli tematika alaposabb megértéséhez. Ezt a tudatositast segiti az Emelt
szintii ismeretek elokészitése a kozépszintii tananyag keretein beliil cimii
fejezet.

A tovabbképzési programmal lehetdséget kivanunk teremteni a meglé-
vO szakmai ismeretek rendszerezésére, a szakmodszertani eszkoztar fel-
frissitésére és gazdagitdsara, valamint a tanitasban szerzett tapasztalatok
megosztasara. A kézikdnyv minden fejezete bdségesen tartalmaz kidolgo-
zott példakat és 6nallo munkéra szant feladatokat, tovabba ajanlott szak-
irodalmat. A munkét ennek ellenére nem tekintjiik lezartnak, a tovéabb-
keépzési program résztvevoi tovabbfejleszthetik, kiegészithetik sajat okta-
tasi tapasztalataik alapjan. Ordmmel vesziink minden épité jellegii kriti-
kat, visszajelzést, kiegészitést.

' Russel, B. (1976): Miszticizmus és logika, Budapest: Magyar Helikon, p. 99.
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1. A dinamikus szerkesztoprogramok dltal kinalt
lehetoségek kihaszndlasa a geometriatanitasban

HERENDINE KONYA Eszter

1.1. A GeoGebra program rajzolofeliiletének bemutatasa, egyszeri

geometriai szerkesztések megvalositasa, fogalmak, tételek
szemléltetése

1.1.1. A rajzoléfeliilet bemutatasa

Az elemi geometria tanitasdhoz a GeoGebra program rajzoléfeliiletét
hasznaljuk. Els6 1épésként a Neézet meniibol a Rajzlap nézetet valasztjuk
ki és nem kérjiik sem a koordinata-tengelyek, sem a racs mutatasat. Az
igy kapott sima rajzlapon dolgozunk (/. dbra).

€ GeoGebra i ——— . i ——— - | D o)
Fajl Szerkesztés Nézet Beallitasok Eszkozok Ablak Sugé Bejelentkezés. ..

Ay el 2 N M an[amz ] ., | @
NDREENCEHANEEE
TlLEnc

4
Parancssor: |ci]
4
1. abra

A szerkesztOprogram milkodésének alapjat az euklideszi szerkesztés
alaplépései jelentik.

Euklideszi szerkesztésen az alabbi hat 1épés véges sokszori alkalmaza-
sat értjiik:

1. Két adott pontra illeszkedd egyenes megrajzolasa (egy¢€lii vonalzoval).

2. Két adott pont tavolsaganak kdrzOnyilasba vétele.
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3. Adott pontbdl adott sugarral kor rajzolasa.

4. Két metsz0 egyenes metszéspontjanak kijelolése.

5. Kor és a kort metsz0 egyenes metszéspontjainak kijeldlése.
6. Két egymast metszd kor metszéspontjainak kijeldlése.

Megjegyzés

Az utolso harom Iépést a hagyomanyos szerkesztés sordn gyakran nem
tudatositjuk, hiszen a megrajzolt vonalak mutatjadk a metszéspontokat is.
A szerkesztOprogram azonban csak akkor tekinti a metszeteket 6nallo
pontnak, ha elvégezziik a metszéspontok kijelolését.

1.1.2. Pontra, egyenesre, korre vonatkozé funkciok
Az 1. abran lathat6 eszk6zok kozil a pontra, egyenesre, korre €s a kol-
csonds helyzetekre vonatkozo funkcidkkal foglalkozunk eldszor:

AIL1G]

A program tanulmanyozasat célszerli egyszeri alapszerkesztések meg-
valositasaval kezdeni.

Példa
Szerkessziik meg adott szakasz felezomerdlegesét!

Megoldas

Kijeloljiik az AB szakaszt, majd a Korzé eszkoz hasznalataval kort raj-
zolunk mind az 4, mind a B végpontbol (elétte megadunk egy » hosszisa-
gu szakaszt, ez lesz a kor sugara).

Kijeloljik a két kor P és Q metszéspontjait. A P és O pontokra egye-
nest illesztiink. Ez az egyenes az AB szakasz felezOmerdlegese (2. dbra).

L]
"]
] i
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il
J o
Q
2. abra
Megjegyzések

— El6fordulhat, hogy a két r sugart kér nem metszi egymast. Ekkor a
korzonket nagyobb tavolsagra kell nyitnunk. Ezt ugy tehetjiik meg,

hogy a Kijelolés eszkdzgombra ‘ kattintva a felvett r szakasz
egyik végpontjat tavolitjuk mindaddig, mig a két kornek mar lesz két
kozbs pontja.

— A szakaszfelezd szerkesztését egy 1épésben is elvégezhetjiik a be-
¢épitett alapszerkesztéseknek kdszonhetden. Ezt a funkciot csak akkor

hasznaljuk, ha a szakaszfelezd szerkesztésének elméleti hatterével
mar tisztaban vannak a tanulok.

Tovabbi feladatok
— Szerkessziink adott egyenesre rd nem illeszkedd pontbol merdleges

egyenest!

— Szerkessziik meg adott kornek adott pontbeli érintdjét!

— Szerkessziink adott egyenessel ra nem illeszkedd adott ponton atme-
nd parhuzamos egyenest!

Mindegyik esetben soroljuk fel az euklideszi szerkesztés alaplépéseit is!



HERENDINE KONYA ESZTER

1.1.3. Haromszogekkel kapcsolatos alapszerkesztések

A sokszdgekre vonatkozo fff-*_? eszkozcsoporttal lehetdve valik, hogy a
haromszoget, vagy mas sokszoget egyetlen objektumként kezeljiik.

Példa

Legyen adott az ABC haromszog. Szerkessziik meg a koré irt korét!

Megoldas

A haromszog megadédsa utan egy-egy lépésben megszerkesztjiik két
oldaldnak felezémerdlegesét. Kijeloljik a két egyenes O metszéspontjat,

majd kort rajzolunk ezzel a kozépponttal. A kor megrajzolasahoz mind a
harom koérrajzold funkcid hasznalhato (3. dbra).

3. abra

Megjegyzések

— Ha a harmadik oldal felezomerdlegesét is megrajzoljuk, akkor latjuk
(igaz, nem bizonyitottuk), hogy a harom egyenes egy pontban metszi
egymast.

— Az A, B ¢és C pontokat mi vettiik fel, igy ezek szabadon mozgatha-
tok, mig az O pontot egy szerkesztési eljaras eredményeképpen kap-
tuk, ezért az a masik harom pont helyzetétdl fligg. A haromszog
egyik csucsdnak mozgatasaval valtoztathatjuk, hogy a haromszog

10
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hegyes-, tompa- vagy derékszogl legyen, igy megfigyelhetjiik, ho-
gyan helyezkedik el a koréirt kor kozéppontja az egyes esetekben.

— Ebben az esetben is van lehetdségiink arra, hogy a haromszog koré
irt kort egy 1épésben, a haromsz6g harom cstcsara kattintva megraj-
zoljuk.

Tovabbi feladatok

— Szerkessziik meg egy adott haromszog beirhatd korét!

— Szerkessziik meg egy adott hdromszog magassagpontjat! Ellendriz-
ziik, hogy a két magassdgvonal metszéspontjan valoban atmegy a
harmadik magassagvonal is!

— Szerkessziink paralelogrammat, ha adott két oldala és az egyik ma-
gassaga!

1.1.4. Szogek és tavolsagok

A GeoGebraban lehetdség van arra, hogy a szogekre, tdvolsdgokra vo-
natkozé < eszkozokkel szakaszok hosszat, szogek nagysagat, sokszogek
teriiletét kiirassuk az abrara.

Példa

Szerkessziik meg egy adott haromszog egyik oldalhoz tartozd kozép-
vonalat, majd frassuk ki ennek az oldalnak és a kdzépvonalnak a hosszat
is. Mit tapasztalunk, ha a) az oldallal szemkdzti, b) az oldalon levd csi-
csot mozgatjuk?

Megoldas
A harom csticsot megadva egy lépésben megrajzoljuk a haromszoget.
Két oldalanak felez8pontja ugyancsak egy lépésben kijeldlhetd. Ossze-
kotjik a két felezOpontot egy szakasszal, majd kiiratjuk a kozépvonal és a
hozzétartozo oldal hosszanak mérészamat (4. dbra).
a) Mozgatva az oldallal szemkozti csucsot, azt latjuk, hogy a kozépvo-
nal hossza nem valtozik.
b) Mozgatva az oldal egyik végpontjat, megsejtheté az oldal és a ko-
zépvonal hossza kozotti kapcesolat.

11
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7.35

4. abra

Megjegyzés

A kerekitési hibanak kdszonhetden az oldal és a hozzatartozd kozép-
vonal hossza kozotti 0sszefliggés nem olvashatd le minden esetben egy-
értelmiien az abrarol.

Példa

A nevezetes szogparok koziil szemléltessiik a) a valtd- és az egyallasu
szogeket, b) a mellékszogeket! Mutassuk meg a szogparok kozotti kap-
csolatot!

Megoldas

Adjunk meg egy parhuzamos egyenespart, amelyet elmetsziink egy
masik egyenessel. A keletkezett sz0gek nagysagat kiiratva lathat6, hogy a
szogparok kozott vannak egyenlok és vannak olyanok, amelyek 180°-ra
egészitik ki egymast (5. dbra).

A nyil mentén mozgatva a pontot, tapasztalhatjuk, hogy a szdgparok
kozott megfigyelt Osszefliggések a metsz0 egyenes helyzetének megval-
toztatasa utan is fennallnak.

12
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5. dabra

1.1.5. A Geogebra 3D-s feliiletének bemutatasa

A térgeometriai fogalmak szemléltetését elsdsorban kiilonbozd, kézbe
foghat6 modellekkel végezziik. A GeoGebra 3D-s feliilete (6. dbra) al-
kalmas a térbeli rajzok elkészitésére, és az elkésziilt abrak mozgatéasara.

& oo o w— R s R R | & i
Fajl Szerkesztés Nézet Beallitasok Eszkézok Ablak Sugd Bejelentkezés...
[l I N - | .

Al A > Plele]d 0] <] x]w]<]
TLEoAC DY D k- O~

4
Parancssor: )

4
6. abra

A Rajzlap nézetben hasznalt eszkézgombok értelemszerlien médosul-
nak, lehetdve téve a térbeli viszonyok abrazolasat.

A sikot harom nem egy egyenesre illeszkedd pontja, két egyenese,
vagy egy pontja és egy rd nem illeszkedé egyenese hatarozza meg. Ezt
egy Ujabb eszkdzcsoportra kattintva rajzolhatjuk meg:

13
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Példa
Abrézoljuk két metszd sik szogét!

Megoldas

Adjuk meg az egyik sikot harom pontjaval:

A sik egyik pontjaba (4) allitsunk merdlegest a sikra, majd ezen az
egyenesen vegylink fel egy tetszdleges A’ pontot. Az A’ ponton ¢€s a sik
masik két pontjan at Gjabb sikot fektetve két metsz6 sik keletkezik.

Jeloljiik ki a két sik metszésvonalat a ‘ é‘ funkciogomb segitségével.
Az A’ pontbdl merdlegest allitunk erre a metszésvonalra, kapjuk a P
pontot. Az A°PA sz0g meghatarozza a két sik szogét. Mozgatva az 4’
pontot, latjuk, hogyan valtozik a sik helyzete és igy a két sik szoge (7.
abra).

7. abra

1.1.6. Példak a geometriai fogalmak szemléltetésére

A rajzolas sordn mélyebben megérthetd, példaul a trapéz fogalma.

Jeloljiink ki egy parhuzamos egyenespart, majd két, ezeket metszd
egyenest (8. dbra). Az igy keletkezd négyszdg trapéz lesz, hiszen van egy
parhuzamos oldalparja. A P ¢és Q pontok mozgatésaval valtoztathatjuk az
oldalegyenesek helyzetét, megmutatva, hogy a paralelogramma specialis
trapéz csakligy, mint a rombusz, vagy a téglalap és a négyzet.

14
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/i
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8. dbra

A gomb sikmetszeteit a kovetkez6képpen szemléltethet;iik:

Adjunk meg egy gombdt kozéppontjaval és sugaraval, majd rajzoljuk
meg egy atmérdjének egyenesét. Ezen az egyenesen egy tetszéleges pon-
tot kijelolve (melynek tavolsaga a gomb kozéppontjatol kisebb a sugar-
nal), a pontban allitsunk az egyenesre merdleges sikot. Jeloljiik ki a sik és
a gdmb metszésvonalat. A pont mozgatasdval megmutathato, hogy a sik a
gombbdl kiilonbozd sugart koroket metsz ki, s hogy a legnagyobb sugara
kormetszetet akkor kapjuk, ha a mozgd pont egybeesik a gomb kozép-
pontjaval. Ily modon a gombsiiveg fogalmat is szemléltetni tudjuk, mig
két parhuzamos sikot rajzolva a gombdév is lathatova valik (9. dbra).

9. dabra

Vizsgaljuk meg egy egvenes korkup és a tengelyére merdleges sik met-
szetét!

Adjuk meg a kupot a é eszk0z segitségével, majd kosslik Ossze az

alapkor kdzéppontjat a kap csucsaval. Jeloljiik ki ezen a szakaszon az O,
pontot, és fektessiink rajta keresztiil az egyenesre merdleges sikot. A sik

15
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¢s a kupfeliilet metszésvonalat bejeldlve, az O; pont mozgatasaval lathato,
hogy az eredeti kupot a sik egy csonkakupra €s egy kisebb kupra osztja.

Ha kijeloljiik a kap feliiletén a P pontot, €s ezen keresztiil a C csticsbol
egyenest huzunk, a kup egy alkotojanak egyenesé¢hez jutunk. A PC egye-
nes ¢és a két kor metszéspontjait kijelolve kapjuk meg azokat a derékszogli
haromszogeket, amelyek befogoi az alapkordk sugarai €s a kipok magas-
sagai, atfogoi pedig az alkotok (/0. dbra). Az O; pontot a kup tengelyén,
a P pontot a kup feliiletén mozgatva lathato, hogy a fenti der¢kszogli ha-
romszogek minden esetben 1éteznek.

(]

W e

)

| - =508

jom

-
; p
S

10. abra

Figyeljiikk meg az elfolas tulajdonsdgait!
Adjunk meg egy v vektort és egy ABC haromszoget!

Az L= eltolas eszkdz felhasznalasaval rajzoljuk meg a haromszog
A’B’C’ képét. frassuk ki a haromszog szogeinek és oldalainak nagysagat.
A vektort mozgatva figyeljiikk meg, hogy hogyan valtozik a képharomszog
oldalainak ¢és szogeinek nagysaga. Modosithatjuk az eredeti haromszoget
is (/1. abra). Mindkét esetben azt tapasztaljuk, hogy a haromszog szogei-
nek ¢és oldalainak nagysagat az eltolas nem véaltoztatja meg.
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11. abra

Megjegyzés

A megfigyelés szempontjabol nincs szerepe annak, hogy az oldalak
hosszat milyen mértékegységben adjuk meg, csak az a fontos, hogy ugya-
nazt a mértékegységet hasznaljuk.

Fedeztessuk fel az egvenes aranyossagot a kor kozépponti szoge és a
koriv hossza, valamint a korcikk teriilete kozott!
Az aranyossag felfedeztetéséhez a szoget valtozd6 mennyiségként defi-

——

a=2

nidljuk az un. csuszka eszkdz segitségével.

A koriv €s a korcikk megrajzoldsa utan a Rajzlap nézet mellett bekap-
csoljuk a Tablazatkezelo nézetet is, majd az o szoget, az i ivhosszt és a
korcikk ¢ teriiletét a tdblazatba mentjiik. Az a sz0g nagysagat a csuszka-
val 10°-onként valtoztatjuk, és a tdblazatba kiiratjuk az egyes kdzépponti
szogekhez tartozoé i és ¢ értékeket (/2. abra).
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12. abra

Az értékek Osszehasonlitdsabol kovetkeztethetiink a szogek nagysaga-
nak ¢és az ivek hosszanak illetve a szogek nagysaganak és a korcikkek
teriiletének a kapcsolatara.

Megjegyzések

— Lehetdség van arra is, hogy a cstiszka mozgasat animaljuk.

— A Tablazatkezelo nézetben megjelenitett Osszetartozd mennyiségek
abrazolasaval az egyenes aranyossag rogton adodik.

Tovabbi feladatok

— Szemléltessiik a hurnégyszdgekre vonatkozo tételt!

— Mutassuk meg, hogy két parhuzamos tengelyre vonatkozo tiikrozés
egymasutanja helyettesithetd egy eltolassal!

— Készitsiik el egy kocka sikmetszetét, ha tudjuk, hogy a sik illeszkedik
a kocka harom kiilonboz6 a) €lének, b) lapjanak egy-egy pontjara!

— Rajzoljunk meg olyan sikot, amely az egyenes korhengerbdl téglala-
pot metsz ki!

— Rajzoljunk csonkakupot, ha adott a tengelye és egyik alkotoja!

Felhasznalt és ajanlott irodalom

Fiileki, L. & Szloboda, T. (szerk.) (2005): Matematika Gyakorlo és érett-
segire felkészito feladatgyiijtemeny Ill. Geometriai feladatok gyiijte-
ménye. Budapest: Nemzeti Tankonyvkiado.

GeoGebra. http://www.geogebra.org (2015. 02. 10.)
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1.2. Feladatok megoldasa a GeoGebra program rajzolofeliiletén
1.2.1. Szerkesztési feladatok

Példa

Szerkessziink kort, amely egy egyenest egy adott pontban érint, és at-
megy egy kitlizott, az egyenesre nem illeszkedd ponton.

Megoldas

Adjuk meg az e egyenest, rajta az E ¢érintési pontot és egy tetszlleges
P pontot (13. dbra).

13. abra

Tudjuk, hogy a kor érintdje és az érintési pontba hiuzott sugar merdle-
ges, ezért az e egyenesre az E pontban allitott merdlegesen rajta kell len-
nie a kor kdzéppontjanak. Ezen a merdlegesen az O pontot tetszélegesen
kijelolve rajzolunk egy E-t érintd kort (14. abra). Az O pontnak (és igy a
kor sugaranak) a mozgatasadval megkeressiik azt a helyzetet, amikor ez a
kor atmegy a P ponton (/5. dbra).

14. abra

19



HERENDINE KONYA ESZTER

15. abra

Az igy kapott abran mar latszik, hogy ebben az esetben az OEP ha-
romszog egyenld szara, tehat az EP szakasz felezOmerdlegese metszi ki
az O kozéppontot az e-re merdleges egyenesbol.

Példa
Adjunk meg egy derékszogl trapézt. Nagyitsuk az egyik derékszogl
csucsabol 1, 5-szeresére, 3-szorosara, = -szeresére, -2-szeresére.

Megoldas

A kozéppontos nagyitast (kicsinyitést) egy beépitett eszkdzzel, .-"Z a
centralis nyujtassal végezhetjik. Ehhez megadjuk az alakzatot, a hason-
16sdg kozéppontjat €s az ardnyat. Az ardnyszamot a csuszka eszkoz al-
kalmazasaval konnyen valtoztathatjuk, igy az alakzat és képének viszonya
j61 megfigyelhet6 (16. dbra).

A=15
*

16. abra
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Példa
Szerkessziink haromszoget, ha adott az egyik oldala, a koré irt kor su-
gara ¢€s az oldalhoz tartoz6 magassaga!

Megoldas

A szerkesztés els6 1épése egy jol lathatd vazlat elkészitése, amely segit
megérteni a feladatot, bemutatja a szerkesztendd alakzatot, kiemelve ben-
ne a meglévo adatokat. (17. abra) Ezt a rajzot célszerli kézzel elkésziteni.

17. abra

A vazlat tanulmanyozasaval alakitjuk ki a szerkesztési 1épéseket, azaz
adunk meg egy olyan algoritmust, melynek végeredménye a kivant alak-
zat megszerkesztése.

Amikor konkrét adatokbol indulunk ki, a szerkesztés menetét kitalalva
¢s azt végrehajtva egyértelmiien kideriil, hogy a kért alakzat megszer-
keszthet6-e vagy sem. A konkrét adatokrol tetszdleges adatokra valo atté-
rés nem egyszerli feladat a 9. évfolyamos tanulok szdmara. Hasonlo
absztrakcios fejlettséget feltételez, mint amikor az algebrat tanitjuk, €s a
szamokkal végzett miiveletek helyett az algebrai kifejezésekkel (betiikkel)
kezdiink el dolgozni.

A szerkesztés egy lehetséges menete altalanos adatokkal:

Megadjuk a ¢, r, m. szakaszokat. A szerkeszthetOség vizsgdlatanak
megkonnyitése érdekében célszerli ezeket a szakaszokat egy-egy félegye-
nesen kijeldlni, majd a szakaszmasolashoz a program Kérzé funkcidjat
hasznalni.
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Adjuk meg az r sugaru kort tetszllegesen valasztott O kozépponttal.
Jeloljiink ki egy 4 pontot a kérvonalon. Rajzoljuk meg az A4 kdzéppontu ¢
sugaru kort. Jeloljiik ki a két kor metszéspontjait: B, B, (18. dbra).

18. abra

Miutan két metszéspontot kaptunk, a szerkesztést kétféleképpen foly-
tathatnank. Az attekinthetdség érdekében csak az egyik végponttal dol-
gozzunk tovabb. Jeloljiik ki az AB; szakaszt, legyen ez a c oldal.

A kovetkezd 1épés a haromszog ¢ oldalhoz tartoz6 magassaganak fel-
hasznaldsa. Mivel sem a C cstcsot, sem a magassag talppontjat nem is-
merjiik, hiizzunk parhuzamost a ¢ szakasszal attol m, tavolsagra: Allitsunk
merdlegest a ¢ oldal 4 végpontjaban. Vegylik kérzOnyildsba az m, sza-
kaszt, és rajzoljunk kort 4 kozépponttal. Jeloljiik ki a kor és az elobb hu-
zott merbleges egyenes metszéspontjait: D;, D,. A metszéspontokon ke-
resztlil hizzuk meg a két, c-vel parhuzamos egyenest. Jeloljiik ki a parhu-
zamos egyenesek €s az eredeti kor metszéspontjait. Ezek a metszéspontok
adjak a szerkesztendd haromszog C cstcsat (/9. dbra).
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19. abra

A program a szerkesztést az euklideszi szerkesztés alaplépéseit fel-
hasznalva végzi. Ellentétben a kézi szerkesztéssel, nem korivekkel, ha-
nem teljes korokkel dolgozik. igy jobban lathato, hogy a koroknek, egye-
neseknek rendszerint egynél tobb metszéspontja keletkezik. Az egyenér-
tékli metszéspontok koziil eldszor célszeri egyet kivalasztani, és azzal
folytatni tovabb a szerkesztést, késdbb azonban a diszkusszid soran érde-
mes visszatérni a tobbi lehetdségre is.

A feladat diszkusszidja: Meg kell vizsgalnunk, hogy a kornek €s a par-
huzamos egyenesparnak hany kozos pontja lehet, s azt is, hogy a met-
széspontok szdma hogyan fligg a felvett adatoktol. A lehetséges esetek
megkeresését és az Osszefliggések felismerését segiti, ha mozgatjuk a fel-
vett szakaszok végpontjait.

A kor O kodzéppontja a haromszég egyenlétlenségre vonatkozo tétel
miatt akkor szerkeszthetd, ha a sugar kétszerese nem kisebb a megadott ¢
oldalnal. A C cstcs a kor és egy parhuzamos egyenespar metszeteként all
el. Ez 0, 1, 2, 3, 4 megoldast jelent, attdl fliggden, hogy milyen a viszo-
nya az m. magassagnak és az ABO haromszog alaphoz tartozé d magassa-
ganak (d=0, ha O az AB szakasz felez6pontja):

Ha m.>r+d, akkor nincs megoldas.

Ha m.=r+d, akkor egy megoldast, egy egyenldszarti haromszoget ka-
punk.
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Ha r-d<m.<r+d, akkor két megoldast kapunk, ezek egybevagd harom-
szogek. (20. abra)

Ha r-d=m., akkor harom megoldas van, koziiliikk kettd egybevagd, egy
pedig egyenldszaru haromszog.

Ha r-d>m., akkor a megoldasok szdma 4, koziiliik 2-2 egybevagd. (21.
abra).

20. abra 21. abra

Megjegyzések

— A szerkesztési feladatok diszkutalasa nem lehet til Osszetett, olyan
feladatokat valasszunk, ahol legfeljebb két kérdéses 1épés adodik,
kiilonben a diszkusszio attekinthetetleniil bonyolult lesz.

— A szerkesztés menetének leirdsa a tanar szamara nem sziikséges, hi-
szen a lépések visszajatszhatok.

— A diszkusszios lépések megtalalasa dinamikus rajzoloprogrammal
egyszeriibb, mint hagyomanyosan, hiszen a kiindulasi adatok egérrel
valtoztathatok, igy hamar kideriilhet, hogy mikor van és mikor nincs
megoldas (a tobb megoldas esete nehezebben ismerhetd fel). Termé-
szetesen az okok megtalalasa mar gondolkodast igényel.

Tovabbi feladatok

— Szerkessziink adott egyenesen pontot, mely egy O ponttdl 3 cm-re
van. Mit6l fligg a megoldasok szama?

— Szerkessziink haromszoget, ha adott a koré irt kor sugara, egyik ol-
dala és az oldalon 1év0 egyik szoge.

— Szerkessziink paralelogrammat, ha adott két szomszédos oldala és az
egyik magassaga.
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— Tiikrozzlink egy egyenld oldali haromszdget a kdzéppontjara. Mi-
lyen sikidom az eredeti és a tiikrozott haromszog kozos része?

— Szerkessziink egyenld szart hdromszdget, ha adott a szimmetriaten-
gelye, az azon 1évo cstcs, tovabba a masik két csticson atmend egy-

egy egyenes.

1.2.2. Bizonyitasi feladatok
Nyilt végli feladat megoldasahoz gyakran a Nyomkévetés funkciot cél-
szerll hasznalni.

Példa
Adott a P és Q pont. A P ponton atmend minden egyenesre tiikrozziik
a Q pontot. Milyen ponthalmazt alkotnak a tiikorképek?

Megoldas

Adjunk meg egy P és F pontra illeszkedd e egyenest, valamint egy O
pontot. Tiikrozziik a O pontot az e egyenesre, jeloljiik a tiikorképet Q-
vel. A Q’ pontra vonatkozoan kapcsoljuk be a Nyomkovetés funkciot,
majd az e egyenes helyzetét valtoztassuk az F' pont mozgatasaval.

Lathato, hogy a O’ pontok egy koron helyezkednek el (22. dbra).

22, abra

Ezzel megsejtettiik a ponthalmazt, ezutan bebizonyitjuk, hogy a Q’
pontok valoban a P kozéppontl koron helyezkednek el: A tengelyes tiik-
r0z¢s tavolsagtartd, igy a PQ szakasz egyenld hosszusagu a PQ’ szakasz-
szal, hiszen P=P’. Ez az Osszefliggés a P-n atmend tengely helyzetétdl
fiiggetleniil fennall, tehat a O’ pontoknak a P-t6l valo tavolsaga megegye-
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zik PQ-val, azaz élland6. Az adott ponttdl allando tavolsagra 1€vé pontok
halmaza pedig kor.

Példa

Bizonyitsuk be, hogy a haromszég barmelyik belsé szogének szogfele-
z0 egyenese €s a szemkozti oldal felezOmerdlegese a haromszog koré irt
koron metszi egymast!

Megoldas

Els6 lépésként rajzoljuk meg az allitasnak megfeleld abrat, és ellend-
rizziik, hogy az oldalfelez6 merdleges €s a szogfelezd metszéspontja va-
l6ban a hdromszog koré irt korére esik. A hdromszog cstcsait mozgatva
kisérleti uton meggydzddiink arrél, hogy az allitds igaz (23. dbra). Ez
nem jelenti az allitds bizonyitasat, de megerdsiti annak helyességét.

23. abra

A bizonyités egyik lehetséges modja a kovetkezd:

Megrajzoljuk a BC oldal felezomerdlegesét, és annak a korrel vett met-
széspontjat jeloljiik D-vel. Tudjuk, hogy a felezOmerdleges minden pontja
egyenld tavolsagra van a szakasz végpontjaitol, igy a BDC haromszog
egyenld szaru, s ezért a B €s a C csucsnal 1évo szogek egyenlok. Gondo-
latmenetiink helyességét megerdsiti, ha kiiratjuk a szogek nagysagat, és a
haromszdget valtoztatva tapasztaljuk, hogy a két szég valéban minden
helyzetben ugyanakkora (24. dabra).
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24. abra

Most mar csak azt kell belatnunk, hogy az AD szakasz a haromszog
szogfelezdje. Megjelenitve az A csucsnal lévé BAD és CAD szégek nagy-
sagat, latjuk, hogy ezek valoban egyenlok. A bizonyitas teljessé tételéhez
ezt az egyenldséget az azonos iven nyugvo kertiileti szogek egyenldségé-
vel tamasztjuk ala.

Megjegyzés

A fenti gondolatmenetben keveredik a kisérleti tapasztalat és a deduk-
tiv érvelés. A kisérletekre a bizonyitas gondolatmenetének kitaldlasa miatt
van sziikség, de a geometriai bizonyitas lényegének megértéséhez sziik-
séges, hogy a tanulok roviden, deduktiv modon le tudjak vezetni a feltéte-
lekbdl kiindulva a bizonyitand6 allitast.

Példa

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenes egy sikot metsz, akkor ez a met-
széspont rajta van az egyenesre illeszkedd barmely sik és az eredeti sik
metszésvonalan.

Megoldas

Adjunk meg egy sikot az A4;, A2, A3 pontokon keresztiil, majd egy e
egyenest, amely ezt a sikot a D pontban dofi. Jeloljiink ki a sikon kiviil
egy F pontot, majd illessziink sikot az F' ponton at az e egyenesre. Jelol-
juk ki a két sik metszésvonalat. Az F pont, €és ezaltal az e egyenesen at-
mend sik helyzetének valtoztatasaval meggydzddhetiink arrol, hogy a D
metszéspont valoban rajta van a két sik metszésvonalan (25. dbra).
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25. abra

A térbeli abra elkészitése segit a feladatban szereplé informaciok fel-
dolgozasaban. A D pontrol tudjuk, hogy az egyrészt benne van az elsd
sikban, hiszen az e egyenes ebben a pontban metszi azt, masrészt rajta
van a masodik sikon, hiszen az illeszkedik az e egyenesre, aminek D a
pontja, igy D a két sik kdzds pontja. A két sik k6zos pontjai pedig egy
egyenesre illeszkednek.

Megjegyzés

A rajzolas Iépéseit kovetve tapasztalatot szerziink arr6l, hogy milyen
adatok hatdroznak meg egy sikot (harom nem egy egyenesre illeszkedd
pont vagy egy pont és egy a pontra nem illeszkedd egyenes). Megfigyel-
jik azt is, hogy két sik metszésvonala egyenes.

A térgeometriai feladatok megoldasanak sikerét sok esetben a tér-
szemlélet fejlettsége szabja meg. A GeoGebra programmal megrajzolva a
térbeli szituacidt, majd azt kiilonb6z6 nézetekbdl megvizsgalva konnyeb-
ben rajohetiink a megoldasra.

Példa
Egy kocka ¢éle a. Mekkora az egyik testatléjanak egy hozza kitérd ¢éltdl
val6 tavolsaga?

Megoldas

Vegyiik fel a kockat, majd valasszuk ki az AB ¢€lét és a hozza kitéré EC
testatlojat. Tudjuk, hogy két kitérd egyenes tavolsdga egyenld annak a
szakasznak a hosszaval, amelynek végpontjai az egyenesen vannak, €s
amely merdleges mindkét egyenesre (normal transzverzalis). Vegylink fel
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egy F pontot az AB egyenesen, ¢s allitsunk ebbdl a pontbol merdlegest az
EC egyenesre, legyen a metszéspontjuk O. A keresett OF szakasz mer6-
leges az AB egyenesre is. Az F pont helyét az AB ¢len megtalalhatjuk, ha
figyeljiik, melyik helyzetben lesz az OF és AB egyenesek szdge derék-
sz0g.

A rajzoloéprogrammal azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy a keresett
O pont a testatld felezopontja, az F pedig az ¢l felezépontja. Vizsgaljuk
meg, hogy ekkor az OF szakasz valoban merdleges-e a két kitérd egye-
nesre.

[llessziink sikot az E, O, F pontokra, €s egy masikat az F, B, O pontok-
ra (26. dbra).

26. abra

Mivel feltettiik, hogy O a testatld kozéppontja, Az FBO sik a kocka
atlosikja, a BG lapatld valoban merdleges az AB ¢€lre, hiszen a lap sikja-
nak minden egyenese merdleges az élre. Az FO egyenes parhuzamos ez-
zel a lapatloval, tehat merdleges az 4B élre.

Feltéve, hogy F az AB ¢l felezOpontja, az EFCL négyszdg rombusz,
mert oldalai egyenlok (mindegyik egy a €s a/2 befogdju derékszogl ha-
romszog atfogdja). A rombusz atldéi pedig merdlegesek egymadsra, tehat az
OF szakasz valoban (az egyetlen) normal transzverzédlisa az EC és AB
kitérd egyeneseknek. Ez azt jelenti, hogy az FL szakasz a kockalapatloja-
val egyenld, mig az OF annak fele, azaz

a2

i'l
“
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Tovabbi feladatok

— Két egymast metsz6 kor egyik k6zos pontjabdl huzzuk meg mind-
kettOben az atmérdt. Bizonyitsuk be, hogy az atmérdk nem kozos
végpontjait 0sszekotd egyenes atmegy a korok masik kozos pontjan.

— Egy hegyesszogli haromszog egyik oldalan levé magassag talppont-
bol bocsassunk merdlegest a masik két oldalra. Igazoljuk, hogy ezek
talppontjai €és a kiinduldsul vett oldal két végpontja egy koron he-
lyezkednek el.

— Igazoljuk, hogy a trapézt 4tloi négy olyan haromszogre bontjak, me-
lyek koziil valamelyik kettdnek a teriilete egyenld.

— Hatarozzuk meg a kocka cstcsainak az egyik testatlotdl vald tavol-
sagat, ha az ¢lhossza a.

— Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder egyik éle és a szemkozti ¢l felezo-
pontja altal kifeszitett sik a tetraédert két egyenld térfogatu részre
osztja.

Felhasznalt és ajanlott irodalom

Fiileki L. & Szloboda T. (szerk.) (2005): Matematika Gyakorlo és érett-
segire felkészito feladatgyiijtemeény Ill. Geometriai feladatok gyiijte-
ménye. Budapest: Nemzeti Tankonyvkiado.

GeoGebra. http://www.geogebra.org/ (2015. 02. 10.)

Nanasi Monika (2014): A geogebra program alkalmazasa a geometriai
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2.1. Nemeuklideszi geometriak modellezése gombfeliileten

Mind a NAT, mind a kerettanterv eldirja, hogy a kozépiskolai matema-
tikaoktatas keretein beliil sz6 essen Bolyai Farkas és Bolyai Janos mun-
kassagarol. Tekintettel arra, hogy kiemelkedd eredményeiket elsdsorban a
nemeuklideszi geometria teriiletén érték el, ez nem egyszerti feladat. Ah-
hoz, hogy a tanuldk betekintést nyerjenek a nemeuklideszi geometriak
alapjaiba, az euklideszi geometria axiomatikus megalapozasabol kell kiin-
dulnunk. Az alapvetd geometriai fogalmak és relaciok szemléletessé téte-
Iében Lénart Istvan modszerét kovetjiik, melynek 1ényege, hogy parhuza-
mosan targyalja ezeket az euklideszi sikgeometria, a gdmbi geometria és
a hiperbolikus geometria félgdémb modelljének keretén beliil (Lénart,
2009). Ez a targyalasmod a geometriai fogalmak mélyebb megértését is
szolgalja, nem csak a nemuklideszi geometridk bevezetését.

A geometridk axiomatikus megalapozasa az alapfogalmak ¢€s az axio-
mak felsoroldsaval kezdddik. Ezt kovetik a tovabbi fogalmak, melyeket
az alapfogalmakra tdmaszkodva definidlunk, valamint a tételek, melyeket
az axiomakra tamaszkodva bizonyitunk. A szigortian axiomatikus felépi-
tésben minden egyes tételt az axiomakbol és a mar elfogadott tételekbdl
kizarolag logikai eszkdzokkel vezetiink le. A gyakorlatban ez az ut ne-
hézkes, sokszor koriilményes, ezért hivatkozunk a szigortian axiomatikus
ut mellett sokszor a szemléletre is. A mondanivald szemléletessé tételéhez
megalkotjuk a geometriai fogalmak és relaciok modelljeit. Euklidesz ie.
300 koril allitotta 6ssze a geometria tudomanyos rendszerét tartalmazo
Elemek c. munkéjat. Hilbert 1899-ben megjelend Grundlagen der Geo-
metrie ¢. konyvében az euklideszi geometria axiomatikus targyalasat adja
oly médon, hogy hozzéigazitja azt a modern matematikai logika kovetel-
ményeihez. Sziikségszerl tehat, hogy az alapvetdé geometriai fogalmakat
elvonatkoztassuk a mindennapi életb6l megszokott, az euklideszi sikgeo-
metriadban hasznalatos modelltdl.
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Els6 lépésként megvizsgaljuk, hogy hogyan jelennek meg az euklide-
szi geometriabol jol ismert fogalmak a gdmbi geometridban.

2.1.1. A gombfeliilet geometriaja
A pont jelentse ugyanazt az euklideszi sikon és a gombfeliileten.

Példa
Jeloljiink ki két pontot az euklideszi sikon ill. a gombfeliileten, majd
hatarozzuk meg a legrovidebb utat a két pont kdzaott!

Megoldas
Az egyenesnek a gdbmbon a gombi fokor felel meg.

Példa

Rajzoljunk egyenest az euklideszi sikra, ill. a gdmbfeliiletre, majd je-
16]jiik ki az egyenes egy pontjat. Hany részre osztja ez a pont az egye-
nest?

Megoldas

Az euklideszi sikon az egyenest egy pontja két részre osztja, mig a
gombfeliileten egy pontja nem osztja fel az egyenest. Tehat a félegyenes
fogalma az euklideszi sikon értelmezhetd, a gombfeliileten nem.

Példa

Jeloljink ki az egyenesen két pontot. Hany részre osztja fel ez a két
pont az egyenest? Jeloljlink ki a sikon két pontot. Hany egyenes huzhato a
két ponton keresztiil?

Megjegyzés

A szakasz fogalma a gombfeliileten eltér az euklideszi fogalomtol.

Az egyenes a sikot két részre bontja. Az euklideszi sikon ez két végte-
len tartomany, félsik, mig a gombfeliileten két véges tartomany. Itt a
félsik fogalma nem értelmezheto.

Ha eltekintiink az egybeesd egyenesektdl, akkor az euklideszi sikon
két egyenes lehet metszo vagy nem metszé (pdrhuzamos). Ha tekintjik
azokat az egyeneseket, amelyek egy adott pontra illeszkednek, akkor ezek
kozott pontosan egy olyan egyenes talalhato, amelyet egy, az adott ponton
at nem mend egyenes nem metsz (/. abra).
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1. abra

A gombfeliileten barmely két egyenes metszi egymast, mégpedig két
(atellenes) pontban, tehat nem létezik a fenti tulajdonsaggal biré egyenes.

A gombi tdvolsagot gombi fokorivekkel mérjiik. A fokorivek meérését
nem végezhetjiik pl. cm-ben, hiszen az a kiilonb6z6 sugart gombok ese-
tén eltér. A gdmbi tavolsagegység: egy fOkor hosszdnak 360-ad része. Te-
hat a gdbmbi tavolsagot fokokban mérjiik. A leghosszabb tavolsag a gom-
bon 180°.

A gombfeliileten két szogszar két pontban metszi egymadst, igy a
gombfeliiletet két véges szOgtartomanyra osztja. A sz6g nagysagat a
gombfeliileten a kovetkezoképpen kapjuk meg: Meghosszabbitjuk a szog
szarait mindaddig, mig egy gdmbi fokor nem metszi mindkettdt. A kapott
két metszéspont tavolsaga lesz a szog nagysaga (fokokban).

Két egyenes az euklideszi sikon akkor merdleges egymasra, ha a sikot
négy egybevagd végtelen tartomanyra bontjak. A gombfeliileten ez a
négy egybevago tartomany véges. Két fokor pontosan akkor merdleges,
ha az egyik sarkpontja a masik f0korre esik (2. dbra).
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Példa
Lehetséges-e 3 olyan egyenest rajzolni, amelyek koziil barmely kettd
koz6s merdlegese éppen a harmadik?

Megoldas

Az euklideszi sikon két metszd egyenesnek nincsenek k6zos merdlege-
sei. A gombfeliileten két metsz6 egyenesnek van egy kdzds merdlegese.
Ennek sarkpontja a két egyenes metszéspontja (3. dbra).

3. abra

Pont és egyenes tavolsaga a gombfeliileten a ponton athalado, az adott
egyenesre (fokorre) merdleges fokoriv hosszat jelenti.
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Feladat
Milyen messze van Debrecen az Egyenlit6to1?

Héromszoget gy kapunk, hogy harom, nem egy egyenesre esé pontot
szakaszokkal Osszekotiink. A gombfeliileten ily modon nem egyetlen
gombharomszoget kapunk, hiszen két pontot két szakasszal is Gssze tu-
dunk kotni. Euler-féle gombhdaromszogrél akkor beszéliink, ha a pontokat
mindig a rovidebbik fokorivvel kotjik 6ssze (4. abra). Ennek a harom-
szognek az oldalaira teljestil a hdromszog-egyenldtlenség.

Feladat
Rajzoljunk olyan haromszoget a gombfeliiletre, amely egyenld oldala
¢s minden szoge derékszog!

Feladat
Az euklideszi sik szabalyos haromszdégeinek tulajdonsdgai koziil me-
lyek igazak a szabalyos gdmbharomszogekre?

A szabalyos gombharomszog egy-egy szogének nagysaga 60°-t6l
180°-1g terjedhet. Igy a hdromszog belsé szogeinek osszege 180° €s 540°
kozott lehet.

Feladat
Létezik-e olyan gombharomszog, amelynek pontosan egy hegyes-, egy
derék- és egy tompaszoge van?
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Feladat
Mennyi a gdmbi négyszog belsd szogeinek 0sszege?

A teriiletmérés azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hogy az adott sikidom
teriilete hanyszorosa az egységiil valasztott sikidom teriiletének. Az euk-
lideszi geometridban ez az egység az egységnyi oldalu négyzet. Ha a mé-
rendd teriilet kisebb az egységnél, akkor az egységet fel kell darabolni
egybevago négyzetekre. A gombfeliileten a gdmbi négyzet nem alkalmas
teriiletegységnek, mert nem tudjuk egybevdgd négyzetekre bontatni. A
gombi teriiletegység az a gdmbharomszog, melynek két derékszdge van, a
harmadik szoge pedig 1°.

A gombfeliileten az egymasba skatulyazott szabalyos haromszogek
(egyenldk az oldalaik és egyenldk a szogeik) azt mutatjak, hogy a teriilet
novekedésével nd a belsd szogek Osszege. A sz0gdsszeg azonban 6nma-
gaban nem alkalmas teriiletmérték, ugyanis nem additiv mennyiség: Ha
egy gombharomszoget egyik csticsan athaladd egyenessel szétvagunk,
akkor két haromszog keletkezik. Ezek szogdsszegeit 0sszeadva az eredeti
haromszog szogosszegénél 180°-kal nagyobb értéket kapunk. A szogfe-
lesleg (szférikus excesszus) nemnegativ és additiv mennyiség, igy alkal-
mas a teriilet mérésére.

Minden gombi kornek két kozéppontja van (5. dbra). A sugér kisebb
vagy egyenld, mint 90°.

5. dabra
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A gombon nincsenek hasonlo haromszogek: a gombharomszoget ha-
rom szoge egyértelmiien meghatarozza. (Ha megvaltoztatjuk a sokszog
méretét, az alakja is valtozni fog.)

2.1.2. A hiperbolikus sik félgombmodellje

A hiperbolikus geometriat a f€lgombon szemléltetjiik a kovetkezOkép-
pen: Ponton a félgdmb pontjait értjiik, kivéve a félgombot hatarold kor
pontjait. Az egyenes a felgdmbdt hatarold kor sikjara merdleges félkor, a
ket végpont nélkiil (6. dbra).

6. abra

A haromszdégek oldalait harom, az alapkor sikjara merdleges sik és a
gomb sikmetszeteiként kapjuk (7. dbra).

7. abra
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Amennyiben a haromszog egy, ketté vagy harom csucsa a félgombfe-
lillet hatarold korére esik, egyszeresen, kétszeresen vagy haromszorosan
aszimptotikus haromszogekrdl beszélhetiink.

A Bolyai geometriat modellezé félgomb egyeneseinek kdlcsonds hely-
zete lehet metsz0 vagy nem metszé (8. dbra). A P ponton athalado a
egyenes metszi az e egyenest, mig az f;, f> és b egyenesek nem. Ez utobbi
esetet tovabbi két esetre bontjuk: megkiilonboztetjiik a parhuzamos (f, /2)
¢s az un. ultraparallel egyeneseket (b).

8. dbra

Az adott ponton atmend egyenesek kozott végtelen sok olyan van,
amelyik nem metsz egy Gjabb, az adott ponton at nem mend egyenest.

Belathato, hogy a hiperbolikus geometriaban a haromszogek teriilete a
0 =m— (a+ P+ vy) szoghidnnyal ardnyos. Ebb6l az kovetkezik, hogy a hi-
perbolikus geometridban van maximalis terlileti haromszog. A maximalis
teriiletii haromszognek minden szoge zérus, azaz szomszédos oldalai par-
huzamosak (haromszorosan aszimptotikus haromszog vagy hatarharom-
sz0g).

2.1.3. A geometria axiomatikus megalapozasanak torténetérol

Euklidesz V. posztulatuma: Ha két egyenest gy metsz egy harmadik
egyenes, hogy a metsz6 egyenes egyik oldalan keletkezd belsd szogek
Osszege két derékszognél kisebb, akkor, ha az eredeti két egyenest végte-

38



MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK BEEPITESE A TANANYAGBA

leniil meghosszabbitjuk, metszeni fogjadk egymast, mégpedig a metszd
egyenesnek azon oldaldn, ahol a belsd szogek Gsszege kisebb két derék-
szognél.

Az V. posztulatumot mar Euklidesz sem tartotta elég szemléletesnek,
ezért azt sejtette, hogy bizonyithat6. A matematika torténete soran ezzel a
bizonyitassal tobben probalkoztak eredményteleniil, a parhuzamossagi
axioma helyett Ujabb, Un. helyettesito axiomdkat feltételezve. Néhany
ilyen allitas:

(1) Két parhuzamos (nem metsz0) egyenes egyikét metszé egyenes a

masikat is metszi. (Proklosz, V. sz.)

(2) Két parhuzamos (nem metsz0) egyenes tavolsadga allando. (Poszei-

doniosz, i.e. I. sz.)
(3) Van legalabb egy haromszog m sz6gdsszeggel. (Saccheri, 1733)
(4) Nincs haromszdg, amelyben mindegyik szog kisebb egy tetszdlege-
sen megadott kis sz0gnél. (Bolyai Farkas, 1820)

(5) Barmely harom pont k6zos egyenesen vagy kézos koron van. (Bo-
lyai Farkas, 1851)

(6) Barmely haromszognél van nagyobb teriiletli haromszog. (Gauss,
1799)

Hilbert parhuzamossagi axiomdja (1899): Ha adott egy e egyenes ¢€s
egy hozza nem illeszkedd P pont, akkor az éltaluk meghatarozott sikban
csak egy olyan egyenes van, amely a megadott ponton athalad, s a meg-
adott egyenest nem metszi.

A parhuzamossagi axidma elhagyasaval nyert maradék axidmarend-
szerbdl felépithetd geometriat abszolit geometrianak nevezziik. (Bolyai
Janos). Az abszolut geometria és mas geometridk viszonyanak szemlélte-
tés€hez eldszor bemutatunk néhany abszolut geometriai tételt:

— Ha adott egy e egyenes ¢és egy hozza nem illeszkedd P pont, akkor a
sikjukban létezik legalabb egy olyan f egyenes, mely atmegy P-n ¢€s
parhuzamos (nem metszd) e-vel.

— A haromszog szogosszege nem nagyobb két derékszognél. (Legendre
elsé szogtétele).

— Ha Iétezik egy olyan haromszdg, amelynek szogodsszege m, akkor
mindegyik ilyen.

— Ha egy haromszog szogosszege kisebb, mint 7, akkor egynél tobb
olyan egyenes huzhatd, mely nem metszi e-t.
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— Ha barmely két haromszog szogosszege egyenld, akkor ez az 6sszeg
csak 7 lehet. Ha tehat a szogdsszeg kisebb, mint 7, akkor a sz0gdsz-
szeg valtozd mennyiség.

Bolyai parhuzamossagi axiomaja: Ha adott egy e egyenes €és egy hoz-
z4 nem illeszkedd P pont, akkor az altaluk meghatarozott sikban legalabb
két olyan egyenes van, amely a megadott ponton athalad, s a megadott
egyenest nem metszi.

Példa
Fogalmazzuk meg a helyettesitd axiomak tagadasat!

Megoldas

(1) Nem igaz, hogy két parhuzamos (nem metszd) egyenes egyikét
metszé egyenes a masikat is metszi. = Két parhuzamos egyenes
egyikét metszd egyenes a masikat nem metszi.

(2) Nem igaz, hogy két parhuzamos (nem metsz0) egyenes tavolsdga
allando. = A sik azon pontjai, melyeknek egy e egyenestdl vett ta-
volsaga allando, nem alkotnak egyenest.

(3) Nem igaz, hogy van legaldbb egy haromszog 7 szogdsszeggel. =
Béarmely haromszog sz6gdsszege kisebb, mint 7.

(4) Van olyan haromszog, amelyben mindegyik szdg kisebb egy tet-
szOlegesen megadott kis szognél.

(5) Nem igaz, hogy barmely harom pont k6z0s egyenesen vagy kozos
koron van. = Létezik harom olyan pont, amely nem illeszkedik
egy egyenesre ¢€s nem illeszkedik egy korre. = Van olyan harom-
szog, melynek oldalfelezd merdlegesei nem metszik egymast egy
pontban.

(6) Nem igaz, hogy barmely haromszognél van nagyobb teriiletii ha-
romszog. = Van olyan haromszdg, amelynél nincs nagyobb terti-
letli haromszog.

Egyenesek kolcsonos helyzetének értelmezése

a Bolyai-geometriaban

Legyen adott az e egyenes ¢s rajta kiviil a P pont (9. abra). Az f; és f>
egyenes illeszkedik P-re és nem metszi e-t. Az f; €és az f> egyenesek a si-
kot két-két egybevagd szogtartomanyra osztjak. Mindazok az egyenesek,
amelyek abban a két egybevagd szogtartomanyban haladnak, melyek
egyike sem tartalmazza e-t (pl. b), ultraparallel (szuperparhuzamos, nem
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metszd) egyeneseknek nevezziik. Az f; €s f, egyeneseket pedig parhuza-
mosoknak (elpattanoknak).

9. dabra

A gombi geometria és az abszolut geometria viszonya

A gombi geometria a kétszeres Riemann geometria egy modellje. Mi-
vel itt az egy egyenesre illeszkedd harom pont esetén nem értelmezhetd a
kozott relacio, nem értelmezhetdk a rendezési axiomak és az azokra épiild
szakasz vagy sz0g fogalma sem. A Riemann-geometrianak tehat nem ré-
sze az abszolit geometria.

Felhasznalt irodalom

Kalman A. (2002): Nemeuklideszi geometriak elemei. Budapest: Nemzeti
Tankonyvkiado.

Lénart 1. (2009): Sik és gomb: dsszehasonlito geometriai kisérletek sikon
és gombon a Lénart-gomb segitségével. Budapest: Lénart Oktatasi, Ke-
reskedelmi €s szolgaltatd Bt.

Reiman L. (1986): A geometria és hatarteriiletei. Budapest: Gondolat.
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2.2. Klasszikus feladatok az okori és a kozépkori matematikabdl

2.2.1. Az algebrai gondolkodas kialakulasa

Az algebra hosszu 1dén keresztiil az egyenletek megoldasat és vizsga-
latat jelentette. A ma szokasos algebrai jelolések bevezetése elott egyen-
letekre vezetd feladatok megoldashoz ,recepteket” dolgoztak ki.

Az egyiptomi papiruszokon az aritmetikai feladatok mellett algebrai
(egy ismeretlenes egyenletekre vezetd) feladatokat is talalunk. Ezek meg-
olddsa aritmetikai uton tortént a ,hamis feltevés” vagy ,.regula falsi”
modszerrel.

Példa

., Egy sokasag és negyede dsszesen tizenot, mennyi a sokasag?” (Filep,
1997: 46)

Megoldas (mai)

Jeloljiik az ismeretlen sokasagot x-szel.

-|-1 =15
xtox=

5x =60
x=12
Ell: 12+3=15

Megoldas (egyiptomi)

Vegyiink egy probamegoldast, vagyis tegyiink egy (valdszintileg) ha-
mis feltevést: legyen a sokasag pl. 4 (ennek konnyli a negyedét venni).
Ekkor 4 + 1 =5 # 15. Mivel az 5-6t 3-szor kell venni, hogy 15-6t kap-
junk, ha 4 helyett 3-szor 4-et, azaz 12-t vesziink, megkapjuk a megoldast.

Megjegyzés

A probalgatassal torténd egyenletmegoldds ma is hasznalatos modszer
az altalanos iskolaban. A konkrét szammal végzett miiveletek ravezethe-
tik a tanulot a szoveg és az egyenlet struktirdjanak megértésére.

A ,regula falsi” eljarast megtalaljuk az elsé magyar aritmetika kony-
vekben is. A bemutatott feladatokat ugyancsak aritmetikai, nem pedig
algebrai eszkozokkel oldottdk meg.

Példa
, Edgy lanytol kérdik a Leanyt-Kérok, hany Esztendos;, Ama felel: Az
Anyam, ugymond, harmad-fél annyi idos, mint én, az Atyam pedig harom
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annyi idoés. A harmunk ideje tészenmind oszve 117 Esztendot. Kérdeés,
hany Esztendos volt? Fogjuk ra, hogy 14 Esztendos volt.” (Mar6thi, 1782:
236.).

Megoldas (mai)
Tegyiik fel, hogy a lany x éves. A harmadfél 2,5-et jelent (ahogy a
masfél 1,5-et). Az anyja %x, az apja 3x. Megoldva az x + %x +3x =117

egyenletet, kapjuk, hogy a lany 18 éves.

Megoldas (Mardthinal)
Tegyiik fel, hogy a lany 14 éves. Ekkor az anyja 35, az apja 42 éves.
Héarman egyiitt 91 évesek. A lany valddi életkora ugy aranylik a 14-hez,

mint a 117 a 91-hez, azaz 14 - % = 18 éves.

Megjegyzés
A moédszert azoknél a feladatoknal alkalmaztak, amelyek ax = b, ax? =
b tipusu egyenletre vezetnek.

Feladat

Oldjuk meg a kovetkezd, Bhaszkara hindu matematikustdl szarmazo,
feladatot mai ¢és a ,,regula falsi” médszerrel: ,,Tiszta lotuszviragok kotege-
bol egy harmad, egy otod illetve egy hatod Siva, Visnu illetve Szurja iste-
neknek van szentelve, egy negyede pedig Bhavani istennéé. A megmaradt
hat viragot egy nagy tekintélyii tisztviselo kapja. Mondd meg gyorsan a
[Otuszviragok szamat” (Filep, (1997: 116).

A babiloni algebraban szimbolumokat szintén nem hasznaltak, a fela-
datot szovegesen adtak meg. Az €ékirdsnak koszonhetden ugyanakkor mar
jelentkezett egyfajta jelrendszer €s a szimbolikus gondolkoddsmod, mert
példaul a hosszusag és a szélesség szot egy-egy jellel irtak le.

Példa Babilonbdl

A hosszusagot és a szélességet osszeszoroztam, igy megkaptam a te-
riiletet. Amennyivel pedig a hosszusag meghaladja a szélességet, azt hoz-
zdaadom a teriilethez, és 3,3-at (183-at) kapok. A hosszusag és a szélesség
osszeadva 27. Mi a hosszusag, a szélesség és a teriilet?” (Sain, 1986: 29).

Megoldas (mai)

Jelolje a téglalap két oldalat x és y. A téglalap teriilete ekkor ¢ = xy.
xytx—y=183¢éx+y=27

x=2y=2t=2?
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Fejezziik ki a masodik egyenletbdl y-t és helyettesitsiik be az elsd
egyenletbe: x(27 —x) + x—27 +x =183

Rendezés utan: x2 —29x + 210 =0

A masodfoku egyenlet gyokei:
x]=14 éSX2:15
y;=27-14=13¢ésy,=27-15=12
t;=14-13=182¢st,=15-11=180

Ellenorzés:
14-13 =182, 182+ 1= 183.
15-12=180, 180+ 3 =183

Megoldas (babiloni)

, Eljarasod ez legyen: 27-et, a hosszusdag és szélesség Osszegét add a
183-hoz: 210.” Adjuk Ossze a két egyenletet: xy + x —y +x +y =183 +
27, azaz x(y + 2) = 210.

,2-t a 27-hez add hozza: 29.”A masodik egyenlet mindkét oldaldhoz
adjunk 2-t: x + y + 2 = 29. Ekkor el6allitottunk két olyan egyenletet,
melyek koziil az egyik jobb oldalan két ismeretlent tartalmazo kifejezés
szorzata, a masik jobb oldalan pedig Gsszege szerepel. Az egyenletek bal
oldalain egy-egy szdm all: v- z =a és v + z = b. Az ilyen tipusu egyen-
letrendszert a babiloniak

b s b
v=—-tuesz=-—u
helyettesitéssel oldottak meg:,, 29-b6! letordd a felét, 14,5-szer 14,5 az

210, 25. Levonsz 210-et a 210,25-bol. A kiilonbség 0,25. Négyzetgyoke
0,5.”

2 4 ) (B =) =210
G5+

2042 .
(—) — 210 =wu~
2

uw=20,5

Az elsoé 14,5-hoz add hozza a 0,5-et: a hosszusag 15. Kivonsz a ma-
sodik 14,5-bol 0,5-et: a szélesség 14. Azt a 2-t, amit a 27-hez hozzaadltdl,
levonod a 14-bol, a szélességbol: 12 a végleges szélesség.”
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x=145+05=15
y+2=145-0,5=14
y=14-2=12

,A 15 hosszusagot a 12 szélességgel dsszeszoroztam: 15-szor 12 az
180. Ez a teriilet. A 15 hosszusag a 12 szélességen mennyivel nyulik tul?
3-mal haladja meg. 3-at adj a 180 teriilethez: 183.”

Megjegyzések

— A babiloniak nem ismerték a negativ szamokat, igy a feladat két
megoldasa koziil csak az egyiket kaptdk meg.

— A megoldas soran hasznalt (@ + b) (a — b) = a? — b? azonossagot is-
merték, sablonként hasznaltak.

Feladat

Fogalmazzuk at mai feladattd, majd alkalmazzuk az 0j ismeretlen be-
vezetésének fenti modszerét a kovetkezd feladatra: ,, 4 szélesség meg a
hosszusag 30. A teriilet 221. Mekkora a szélesség és a hosszusag?” (Fi-

lep, 1997: 53).

Euklidész Elemek c. munkajaban a geometriai algebra témakorébe
tartozo tételek is talalhatok. Az algebrai Gsszefliggéseket szakaszok ¢€s
aranyaik, valamint teriiletek segitségével vizsgalta. A kozépiskolaban
tanitott nevezetes algebrai azonossagok igazolasa téglalapok atdarabola-
sdval torténik.

Példa

Abrazoljuk téglalapokkal az (a + b) (a —b) = a? — b? azonossagot.

Megoldas (Euklidész: Elemek 2. konyv 5. tétel)
Vegyiik fel az a + b és a — b oldalu téglalapot, majd egészitsiik ki a 70.
dbra szerint.
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a+b

< — - P s >
a . b a-b
_‘.. = r
ab ab

! : a
{,

b g i b
¢ b o .a-b v

10. abra

A szakaszok szorzatdnak geometriai jelentését (téglalap teriilete) hasz-
nalva lathato, hogy az a + b és a — b oldalu téglalap teriilete egyenld az a
¢s a b oldali négyzetek teriiletének kiilonbségével.

Tovabbi feladatok
Szemléltesslik geometriai uton a kovetkezd algebrai azonossagokat:

o (a+b)P=a’+2ab+b?
o (a—b)?=a’—-2ab+ b?
o (a +b)3 =a’>—3a’b + 3ab? + b3

A gOrogok €s utanuk az arabok is geometriai uton oldottak meg a spe-
cialis egyenleteket. Az arab matematikus Al-Hvarizmi konyve volt az
elsd, amely az algebrat a geometriatdl fliggetlen tudomannya tette. Az
egyenletek megoldasahoz harom fajta ,,szdmot” hasznalt: a gyokot (x), a
négyzetértéket (x°) és az egyszerii (pozitiv) szamot. Az elsé és masodfoku
egyenletek tipusait vizsgalta, az egyes egyenleteket egyenletrendezéssel
(al-dzsabr = helyrerakés, mukabala = 0sszevonas, egyszerlisités) az alap-
tipusuk valamelyikévé alakitotta.Az egyenletek megoldéasat szavakkal irta
le, ugyanakkor sziikségesnek tartotta a megoldds geometriai igazolasat is.
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Példa (Al-Hvarizmitol)

., Egy négyzet és 10 gyok egyenlé 39 dirhammal (pénzegység), azaz ha
hozzaadsz 10 gyokot egy négyzethez, akkor az dsszeg 39.” (Filep, 1997:
121) Mai nyelven: Oldjuk meg az x? + 10x = 39 egyenletet.

Mai megoldas

a) Megoldoképlettel:
x> +10x-39=0

—10+vV10%+4-39 —10+16
2 N 2

X2 =

x;=3,x,=-13

b) Teljes négyzetté alakitassal:
x?+10x =39
(x+5)2-25=39

(x+5)2 =64

x+5==+8

X, =8-5=3, x,=-8-5=-13

Al-Hvarizmi megoldasa

A megoldas igy megy. Vedd a gyokok szamanak felét, tehat ebben az
esetben otot, szorozd meg ezt a szamot 6nmagdaval, s a szorzat 25. Add ezt
hozza 39-hez, ez 64-et tesz ki. Vonj négyzetgyokot, vagyis 8, és vond ki
beldle a gyokok szamanak felét, marmint otot, marad 3. Ez a megoldas.”
(Filep, 1977: 121)

Jol lathatd, hogy a megoldas a teljes négyzetté alakitds moddszerére
épil.

A teljes négyzetté kiegészités geometriai igazolasa (/1. abra):
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%+

11. abra

Vegyiik fel el6szor a kdzépso (sarga) x oldalu négyzetet. Mind a négy
oldala folé rajzoljunk egybevagd téglalapokat, melyek masik oldala E

fgy a sargaval jelolt alakzatok teriiletének Osszege az egyenlet jobb olda-
lat adja. Az abra tigy egészithetd ki négyzetté, hogy 4 darab 2 oldalhosz-
szusagl négyzetet rajzolunk hozza. Ezek teriiletének Osszege 25, mig a
nagy négyzeté (x + 5)2 =25+ 10x + x> =25+ 39.

Feladat

Oldjuk meg Al-Hvarizmi modszerével az

a) 2x2 + 10x = 48

b) %xg + 5x = 28 egyenleteket. Rajzoljuk meg a teljes négyzeteket is!

Az algebra fejlodésének kezdeti, un. retorikus szakaszat csak hosszu
1d6 utan valtotta fel a szimbolikus szakasz. Diophantosz (250 koriil) mar
hasznalta az egyenld, ismeretlen, négyzete, kdbe, kivonas jelét. Nemora-
riusnal (?—1236) a betliszam mar nem szakaszként jelent meg, s a szorzat-
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hoz sem tarsitotta a téglalapot, hanem egyetlen szamnak tekintette. Ah-
hoz, hogy altalanos alakt egyenletek megoldasi modszereit megismerjék,
algebrai jelolésrendszer kifejlesztésére volt sziikség. Az elsé probalkoza-
sok Pacioli (14457-1517) és Chuquet (1445?7-1500?) nevéhez kothetok,
¢s foleg szoroviditésekbdl allo algebrai jelrendszer megalkotasara ira-
nyultak, példaul:

6354%m2153% egaulx m5,

ami mai frasmédban: 6x3 + 4x2 — 2x +3=-5

Az algebrai szimbdlumhasznalat kialakuldsahoz Viéte (1540-1603)
munkdja nagyban hozzajarult. Bevezette a betliegyiitthatokat, az ismeret-
leneket maganhangzdkkal, az ismert mennyiségeket pedig mdassalhang-
zokkal jelolte. Pl.: A,cubus —B latusin Aszquadratumaequatur C solido,
ami mai frasmoddal: 2x’-3Bx’=C. Az ismeretlent A-val jelolte, a hatva-
nyait betiikkel irta ki: cubus = kéb, quadratum = négyzet. A szorzast az in
szoval jelolte, mig az Gsszeadasra és kivonasra a mai jeleket hasznalta.
Megfigyelhetd a geometriai értelmezés megtartdsa is: az egyiitthatoként
szerepld szamok mellett azok dimenzidjara is utal: B latus = B oldal,
aequatur = egyenld, C solido = Ctest. Erdekesség, hogy az egyenléséget
szoval (aequatur) irta ki. Az egyenldségjelet jelet csak 1557-ben vezette
be az angol Recorde. Viéte kidolgozta az algebrai mennyiségekkel valod
szamolas szabalyait, a ,betliszamtant”. Ezzel lehetové valt, hogy az egyes
egyenlettipusok megoldasanak altalanos eljarasat ne egy-egy konkrét pél-
dan bemutatva szavakkal irjak le.

Feladat
frjuk fel Chuquet, majd Viéte jelolésével az a) x3 + 63x = 316, b) x3 +
3ax = b egyenleteket!

2.2.2. A tokéletes és a baratsagos szamok

A szamelmélet a matematika egyik legrégebbi aga, eredete visszanyu-
lik a szammisztikaba. Megalapitoi a pitagoreusok voltak, akik megalkot-
tak a paros, paratlan, tokéletes, baratsagos és figuralis szdmok, valamint a
primszam ¢és Osszetett szam fogalmat. Szamon, ebben az iddben, termé-
szetes szamot értettek, ugyanugy, ahogy az altaldnos és kdzépiskolaban
ebben a szamkorben vizsgaljuk az oszthatdsagi kérdéseket.
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A pitagoreusok a szamoknak misztikus jelentést tulajdonitottak. Az
»egyet” nem is tekintették igazi szamnak, hanem az Osszes szam eredeté-
nek, amely nem bonthat6 részekre, osztani nem lehet (nincs osztoja), csak
tobbszorozni. Paros szamoknak a két egyenld részre oszthatd szamokat
nevezték, mig paratlanoknak azokat, amelyek nem oszthatok két egyenld
részre. Ebben az értelemben az 1 se nem paros, se nem paratlan szdm. A
paros szamokat ndi, a paratlanokat férfi jelleglinek tekintették. Az 1 a
lényeg szama, a 2, az els6 ndi szam, a kiilonb6zdséget, mig a 3 a harmo-
niat jelenti, hiszen az az egység ¢€s a kiilonbozdség Gsszege. A 4 az igaz-
sadg szama, mert a kiilonbdzdség onmagaval vald szorzata. Az elsé ndi €s
férfi szam Osszege, a 2 + 3 =5, a hazassag jelképe volt.

A pitagoreusok azt vizsgaltak, hogy a szdmokat kavicsokkal milyen
geometriai alakzatban tudjak kirakni. Ez a modszer jol mutatja a szamel-
méleti fogalmak geometriai reprezentacidjat, €s igy jol haszndlhatd azok
tanitasaban is. A primszamokat vonalszamoknak nevezték, mert csak egy
sorban rakhatdk ki. Ezzel szemben az Osszetett szdmok (sikszamok) két
valédi tényezOre bonthatdk, tehat kirakhatok téglalap alakban. A téglalap-
szamok koziil azokat, amelyek két egyenld tényezd szorzatara bonthatok,
azaz kirakhatok négyzet alakban, négyzetszamoknak nevezték, és nevezik
ma is. (Ezek mellett a szdmok mellett ma négyzetszdmnak tekintjiik a 0-
tés az 1-et is.)

Feladat

Kirakhatok-e korongokkal téglalap alakban a kdvetkezd szamok? a) 5;
b) 15; ¢) 25; d) 45. Melyik az a szdm, amelyik kirakdsa tobbféleképpen is
megtorténhet? Hatarozzuk meg az egyes kirakasokhoz tartozo kétténye-
z0s szorzatokat!

Megjegyzés

A szamok geometriai megjelenitése a szamelméleti fogalmak mélyebb
megeértését szolgalja. A tobbféle kirakasi mod megkeresése a tanulok kre-
ativitasat is fejleszti.

Az osztok Osszege alapjan tobbféle szamcesoport alkothato.

Tokéletes szamnak nevezzik azokat a természetes szamokat, amelyek
megegyeznek osztoik Gsszegével (az 1-et beleértve, dnmagukat kivéve).
A legkisebb tokéletes szam a 6, amelynek 6nmagénal kisebb osztoiaz 1, a
2 ¢és a 3, ezek Osszege pedig 1 + 2 + 3 = 6. Azt gondoltak, hogy a 6,
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,,részeinek integritasa ¢s a benne rejlé egyezség kovetkeztében a hazassag
¢€s az igazsag ¢€s a szépség” jelképe. A masodik legkisebb tokéletes szdm a
28, melynek osztoi az 1, 2, 4, 7 és 14 szamok. A soron kdvetkezd két to-
kéletes szam a 496 ¢s a 8128. Késobb, a kereszténységben a tokéletes
szamoknak valldsos jelentGséget is tulajdonitottak. Szent Agoston is irja
Az Isten varosardl c. miivében, hogy Isten azért teremtette hat nap alatt a
Foldet (bar egy pillanat alatt megtehette volna), mert a hat tokéletes szam.
A Hold is hasonlo okbol keriili meg a Foldet éppen 28 nap alatt.

Feladat
Ellendrizziik, hogy a 496 ¢és a 8128 szamok valoban tokéletesek!

Példa
Mutassuk meg, hogy az elsd négy tokéletes szam felirhato
21 (on _ ) alakban (Euklidesz felfedezése).

Megoldas
n=2re:2>1(22-1)=6
n=3ra: 231 (23-1)=28
n=>5re: 271 (25-1)=496
n="7re:2"1(27-1)=8128

Példa

Eukleidész bebizonyitotta, hogy minden olyan esetben, amikor 2" — /
prim, 271 (2" — ]) t6kéletes szam. Az n helyére konkrét szamokat behe-
lyettesitve értelmezziik ezt az allitast!

Megjegyzés

A fenti tétel elemzése lehetdséget nyujt a matematikai logikai ismere-
tek elmélyitésére is, hiszen az implikacié igazsagtablazatanak vizsgélatat
kéri.

Azokat a primeket, amelyek felirhatok 2" — [ alakban, Mersenne-
primeknek nevezziik. Nikomakhosz (Kr. u. 1. sz. vége) Bevezetés az arit-
metikaba c. miivében megfogalmazta a sejtést, hogy Eukleidész képlete,
2m=1on _ [) az §sszes paros tokéletes szamot kiadja. (Ezt t6bb mint més-
fél ezer évvel utdna Euler bizonyitotta be.) Az 6todik tokéletes szadmot
Regimontanus (1436-1476) talalta meg: n = 13 esetén a 2/3 — ] primszam,
innen kapjuk a 33550336-ot, ami valoban tokéletes szam. Nem ismert,
hogy végtelen sok tokéletes szam van-e, illetve nyitott kérdés, hogy létez-
nek-e paratlan tokéletes szamok. 2013-ban talaltdk meg a 48. Mersenne-
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primszamot, ez a 2°" ¥ 11 —1 amely 17 425 170 szamjegyb6l 4ll. Jelen-
leg ez a legnagyobb ismert primszam. Ebbdl a Mersenne-primbdl képez-
hetd tokéletes szam: 2°7 883 160 (257 885 161 -1).

Feladatok

— A tokéletes szamok osztoinak (az 1-et és sajat magukat is belesza-
mitva) reciprok értékeit 6sszeadva mindig 2 lesz az eredmény.

— Az ismert tobbjegyl tokéletes szamok szamjegyeit egymassal dssze-
adva, majd az eredmény szamjegyeit Ujra Osszeadva, mindaddig
amig egy szamjegyet kapunk, mindig 1 lesz a végeredmény.

Ellendrizziik az allitdsokat az elsé négy tokéletes szamra!

A tokéletes szam fogalmara alapozva értelmezhetdk a szikolkodo é€s a
bovelkedd szamok. Ha a szdm osztdinak (kivéve magat a szdmot) Gsszege
kisebb, mint a szam akkor szukolkodoszamrol beszélink. Példaul: 15
osztor: 1; 3; 5. Ezek 6sszege 1 +3 + 5 =9 < 15. Tehat a 15 sziikolk6do
szam. Alig-alig (kissé) sziikolkodonek mondunk egy szdmot, ha nala ki-
sebb osztoinak Osszege éppen 1-gyel kevesebb a szamnal. Ilyen példaul a
8, mert osztoi:1; 2; 4. Ezek O0sszege 1 +2 +4=17.

Feladatok

— Keressiink néhdny sziik6lk6do és kissé sziikdlkodd szamot!

— Mutassuk meg, hogy az 0sszes kettd hatvany kissé sziikolkodd szam.

Ha a szam osztoinak Osszege (kivéve magat a szdmot) nagyobb a
szamnal, akkor azt a szamot bdvelkedo szamnak nevezték, nevezzik. Pél-
daul 18 osztoi: 1; 2;, 3; 6; 9. Ezek Osszege: 1 +2+3+ 6+ 9 =21>18.
Tehat a 18 bovelkedd szam. Alig-alig bovelkedd egy szam, ha a néla ki-
sebb osztdinak Gsszege éppen 1-gyel nagyobb, mint maga a szdm. Példa
nincs, mert nyitott kérdés, hogy létezik-e alig-alig bdvelkedd szam.

Feladat
Adjunk meg néhany bévelkedd szamot!

Baratsagos szamparok

A pitagoreusok a 220-at és a 284-et a baratsag szimbolumanak tekin-
tettek, €s bardtsagos szampdrnak nevezték, mivel az egyik szam részeibdl
Osszeall a masik, azaz mindkét szam dnmagéanal kisebb osztdinak dsszege
a masik szamot adja. A 220 (6nmaganal kisebb) osztéinak Osszege: 1 + 2
+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284. A 284 (6nmaganal ki-
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sebb) osztoinak Gsszege: 1 +2 +4 + 71 + 142 = 220. Azt tartottak, hogy
ha két ember kicserél egy-egy ilyen szamot viseld talizmant, akkor az
orok baratsagot létesit kozottiik. A kozépkorban azt gondoltdk, hogy ha
egy talizmanon a 220 vagy a 284 szerepelt, akkor annak tulajdonosa sze-
rencsés lesz a szerelemben.

A kovetkezd baratsagos szampart (17296, 18416) csak tobb mint két-
ezer év mulva, 1636-ban taldlta meg Fermat. A 18. szdzadban Euler 64
ujabb szampart fedezett fel, melyek koziil kettdrél azonban kideriilt, hogy
valdjaban baratsagtalanok. 1830-ban Legendre talalt egy Gjabb szampart.
1867-ben egy 16 ¢éves olasz didk lepte meg a vildgot azzal, hogy észre-
vette, az 1184 ¢és az 1210 baratsagos szdmpar.

Feladat
Igazoljuk, hogy az 1184 és az 1210 baratsagos szampar.

Megjegyzések

— A baratsagos szdmparok koziil mindig a kisebb a bovelkedd, és a na-
gyobb a sziikdlkodo.

— 2003 februarjaban tobb, mint 4 millid6 baratsdgos szdmpar volt is-
mert. Koziliik a legnagyobb szam 5577 jeggyel irhato le tizes szam-
rendszerben. Erdds Pal egy sejtése szerint végtelen sok baratsagos
szdmpar van.

Ha egy szambdl kiindulva sorozatot képeziink azzal a szaballyal, hogy
a sorozat kovetkez6 eleme az el6zd elem dnmagéaval nem egyezd osztoi-
nak Osszege, akkor bardtsdgos lanchoz jutunk. Egy ilyen lanc végzddhet
primszamban, tokéletes szamban, vagy ciklikussa valhat, befutva egy
baratsagos szamparba, vagy egy baratsdgos hurokba.

Példa
Alkossunk baratsagos lancot a 30-bol a kiindulva!

Megoldas

A 30 6nmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15. Ezek 6sszege 42.

A 42 6nmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21. Ezek 0sszege: 54.

Az 54 onmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27. Ezek 0sszege: 66.

A 66 6nmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 6, 11, 22, 33. Ezek 6sszege: 78.

A 78 dnmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 6, 13, 26, 39. Ezek 6sszege: 90.

A 90 6nmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45. Ezek
Osszege: 144.
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A 144 6nmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 16, 24, 36, 48, 72.
Ezek 6sszege: 233.

A 233 onmaganal kisebb osztoi: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 16, 24, 36, 48, 72.
Ezek 6sszege: 233.

A 233 prim, igy itt a baratsagos lanc véget ér.
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3. Analogiak az aritmetika, halmazok, logika, események
témakorében

PAULOVITS Gyorgy

3.1. A halmaz- és Boole-algebra tanitasa

A kozépiskolai matematika-oktatas elsd fejezete a halmazelmélet. En-
nek részeként a halmazmiveletek bevezetésekor latnunk és érzékeltet-
niink kell, hogy e muveletek egységes rendszert alkotnak, és bar nem
mondjuk ki, de értelmezésiikkel egy algebrat hozunk létre, azaz a késdbbi
analogidk érdekében is érdemes lattatnunk, hogy egy egyvaltozos (,,taga-
das-jellegi”), és két kétvaltozos (,,szorzés-", illetve ,,0sszeadas-jellegii”)
miiveletet vezetlink be, a megfeleld — és a késdbbiekben is azonos jellegii
— tulajdonsagokkal. Az a tény azonban mindenképpen hangsulyt kell,
hogy kapjon, hogy e halmazelméleti miiveleteket egy alaphalmaz rész-
halmazai k6z6tt tudjuk definidlni.

Definicié

Legyen adott a H alaphalmaz, tovabba legyen 4 < H . Ekkor az A4
(H-ra vonatkozd) kiegészito halmaza (komplementere) mindazon H-beli
clemek halmaza, amelyek nincsenek benne A-ban.

Jele: 4.

Definicié

Legyen adott a H alaphalmaz, tovabba legyen 4,B < H . Ekkor az 4
¢és B halmazok metszete mindazon H-beli elemek halmaza, amelyek 4-ban
¢€s B-ben is benne vannak.

Jele: AN B.

Definicié

Legyen adott a H alaphalmaz, tovabba legyen 4,B < H . Ekkor az A4
és B halmazok unidja (egyesitése) mindazon H-beli elemek halmaza,
amelyek A-ban vagy B-ben vannak. Jele: 4 U B.

A definialas mellett ki kell térnlink e miiveletek elsébbségi sorrendjére
(1. egyvaltozos, 2. szorzas-jellegli, 3. Osszeadas-jellegli), valamint a leg-
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fontosabb tulajdonsagokra, els6sorban a kommutativitasra, az asszociati-
vitasra ¢és a disztributiv torvényekre:
(Am(BuC):(AmB)u(AmC),
illetve
AU(BNC)=(4UB)n(4LC)),
tovabba a két de Morgan-azonossagra:
(ANB=AUB,illetve AnB=AUB).

Mindezeket ,,bizonyitani” is érdemes, legalabb a kozépiskolaban elfo-
gadott, Venn-diagrammal torténd szeml€ltetéssel. A miiveleteknél, példaul a
disztributiv torvények esetén, sokszor akkor is érdemes kitenni a zarojelet,
ha az els6bbségi sorrend ezt nem indokolnd — a megértést konnyiti a za-
rojelhasznalat. Erdemes ugyanakkor felhivni a figyelmet a redundans za-
rojelek nélkiili alakra is (példaul az elsd disztributiv torvény igy is irhato:

AN(BUC)=ANBUANC)!

A fenti miiveletek mellett kiilon szoktuk definidlni a halmazok kozti
kivonast is, bar ennek eredménye a mar definialt miiveletekkel 1s eléallit-
hato (A\B=A4ANB).

Definicié

Legyen adott a H alaphalmaz, tovabba legyen A,B < H . Ekkor az A4

¢s B halmazok A\B kiilonbségén azon H-beli elemek halmazat értjiik,
amelyek 4-nak elemei, de B-nek nem.

A kiilonbség definidlasa utan meg kell emliteniink a szimmetrikus dif-
ferencia miiveletét (A4 | B ) U (B\A4)), mar csak azért is, mivel ez a logika
,,Kizard vagy” miiveletével mutat szoros rokonsagot.

A miiveleteket, azok tulajdonsagait szamos kiilonboz6 feladattipuson
gyakorolhatjuk. Ezek egy része ,klasszikus™ halmazos feladat.

Példa

Hatarozzuk meg az 4, B, C halmazokat, ha tudjuk, hogy
(1) AUBUC =1{1,2,3,4,5,6,7.8},

(2) An(BUC)=1{13,56},

(3) C\(4uB)=18}

(4) 4\B={,2,6,7},

(5) BnC =1{3}.
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Megoldas

A halmazabra kitoltését ,,beliilr6]” érdemes kezdeni. Itt azonban a (3)
feltételben szerepld 8-as szamot tudjuk eldszor elhelyezni. A (2) és az (5)
egylttesen kijeloli a 3-as szam helyét, majd a (2) és a (4) Osszevetése ki-
jeloli az 1, 6, 5 elhelyezkedését. Ugyanebbdl kovetkezik a 2 és a 7 helye
is. Az egyes halmazok:

A=1{,23506,7}, B={3,5}, C=1{1,3,6,8},

a kitoltott halmazabra pedig az . dabrdn lathatd.

4]

C

1. abra

Az intervallumokkal végzett miiveletek gyakorlasa is rendkiviil fontos,
hiszen késobb, példaul az egyenldtlenségek megoldasa vagy a fliggvények
értelmezési tartomanyanak meghatarozasa soran nagy hasznat vehetjiik.

Példa
Legyen az alaphalmaz az R, legyen tovabba A = [— 1;3],B = [1;5[! Ad-
juk meg intervallum-jeloléssel, és abrazoljuk a szdmegyenesen a kovetke-
z0 miiveletek eredményét:
a) A b) AnB  c¢) B\4 d) AN B
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Megoldas
Elssorban az intervallumok végének beallitasdban tévednek az ilyen

tipust feladatok megoldasaban a diakok, igyhogy erre mindenképpen oda
kell figyelniink:

a) Z:]—oo;—l[u]3;oo[

b) AnB=[1;3]

©) Bl4=]3;5]

d) ngzm:]—oo;—l[u[S;oo[

A kozépiskolai tanarok visszatérd dilemmaja: hogyan, milyen forma-
ban, mikor foglalkozzunk a logikai alapismeretekkel, mikor ontsiik for-
maba mindazt az ismeretanyagot, ami nélkiil egyetlen tételt sem tudnank
kimondani, bizonyitani, illetve ami nélkiil feladatokat sem tudndnk meg-
oldani. Hiszen minden ilyen esetben logikai miiveleteket végziink, allita-
sok igazsagtartalmarol dontiink, még ha a formalis logika elemeinek be-
csempészése nélkiil is. A tantervek, és igy a tankOnyvek tobbsége is a
szOnyeg ala sepri ezt a gondot, és nem, vagy csupan a 12. évfolyamon
foglalkozik a logikaval, pedig mar a 9. évfolyamon, a halmazelméleti
alapozas utan sziikséges legaldbb néhany orat e targykornek szentelni. Ezt
mar csak azért is célszerli ekkor megtenniink, mert a gondosan bevezetett
halmazalgebrai ismeretanyag Oridsi segitségiinkre lehet a Boole-algebra
felépitésében, elsajatitasaban.

A logika alapfogalmainak — itélet (kijelentés, allitas), illetve az igaz,
hamislogikai érték — tisztdzasa utan egyszerli kombinatorikai alapfela-
datként felismertethetjiik, hogy az itéleteken végzett egyvaltozds logikai
miiveletet 6sszesen 4, mig kétvaltozosat 6sszesen 16-félét értelmezhetiink
(n valtozo esetén 22" miivelet). Ezek koziil azonban elsdsorban azokat ér-
demes kiemelni, amelyek analogiat mutatnak a halmazalgebraban latott
miiveletekkel, azaz a Boole-algebra miveleteit. Definialasuk igazsagtab-
lazat segitségével vagy szovegesen torténhet. Az egyvaltozés komple-
menter-képzés muveletének itt a negdcio (NEM-miivelet) felel meg.

Definicié

A negdcio az a logikai miivelet, ami az allitas logikai értékét az ellen-
kez@jére valtja. Jele: —p ahol p jeloli az eredeti 4llitast.

A —p logikai értéke tehat pontosan akkor igaz, ha p hamis (2. dbra).
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A metszetképzés megfelelje a konjunkcié (ES-miivelet), mig az egye-
sitésé a diszjunkcio (megengedd VAGY-miivelet).

Definicié

A konjunkcio az a két allitas kozott értelmezett logikai miivelet, amely-
nek eredménye pontosan akkor igaz, ha mindkét allitas igaz. Jele: p A ¢,
ahol p és q jeloli a két allitast.

Definicié

A diszjunkcio az a két allitds kozott értelmezett logikai miivelet,
amelynek eredménye pontosan akkor hamis, ha mindkét allitds hamis.
Jele: pv g, aholp és q jeloli a két allitast.

[gazsagtablazattal megadva:

p P p q9| PN p qg|PVvy
I h I I I I I I
h i ] h h i h i
h i h h i i
h h h h h h
2. dbra

Az igazsagtablazatok segitségével konnyen megmutathatjuk, hogy
ezen miveletek pontosan ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkeznek,
mint a halmazalgebra megfeleld miiveletei.

Példa

Bizonyitsuk be igazsagtablazat segitségével a két disztributiv torvényt:
2y PAavr)=(prg)vpar);

b) pv(q/\r)z(pvq)/\(pvr).

Megoldas

Az 1gazsagtablazatban felépitjiik, majd Osszehasonlitjuk a bal- és a

jobb oldalon 1évé kifejezéseket. gy példaul az a.) pontra a kovetkezd
tablazat adodik.
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p q r qvr balo. | PNQg pAr jobb o.
I 1 I I i I i i
] i h i i i h i
I h I I i h ] i
h i i i h h h h
i h h h h h h h
h i h i h h h h
h h i i h h h h
h h h h h h h h
3. abra

Kiilon érdemes itt is kitérni a két de Morgan-azonossagra, amikkel
kapcsolatban Osszevethetjiik a koznyelvi kotdszavak és a matematikai
logikaban hasznalt kifejezések jelentéstartalmat.

Példa
Tagadjuk kétféleképpen a kovetkezo kijelentést: Ma szerda van és siit
a nap.

Megjegyzés

Meég ilyen egyszerli példa esetén sem talalja meg a legtobb tanuld a
kétféle tagadast €s a de Morgan-azonossag alkalmazhatosagat.

(—|(p A q) :,.Nem igaz, hogy ma szerda van és siit a nap”’;

(—|p) v (—|q): “"Ma nem szerda van, vagy nem siit a nap.”’)

A miiveleteknél sokszor akkor is érdemes kitenni a zardjelet, ha az el-
sObbségi sorrend ezt nem indokolnd — itt is, mint a halmazelméletben, a
megértést konnyiti a zardjelhasznalat. Erdemes ugyanakkor felhivni a
didkok figyelmét a redundans zarojelek nélkiili alakra is!

Erdemes megemliteni a ,kizard VAGY” (antivalencia) miiveletét
(gyakori jelolése A@B) nemcsak a szimmetrikus differenciaval valo
analogidja miatt, hanem azért is, hogy ezzel ujabb kapcsolodasi pontot
mutassunk a nyelvi szerkezetek, tovabba az informatika tudomanya felé.
Klasszikus példamondatabol: ,,Vagy sikeriil a vizsgam,vagy kimaradok az
egyetemrdl” azonnal latszik az igazsagtablaja. Megemlithetjiik a ,,valasz-
to VAGY” (Sheffer-muvelet, ,jelolése A|B) miiveletét is, melynek klasz-
szikus példamondata ,,Vagy iszik az ember, vagy besz¢l”.
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A logika — csaktigy, mint a halmazelmélet — elemei at- meg atszovik a
kozépiskola négy évfolyamanak matematika tananyagat. A 9. évfolya-
mon, amikor ezt az attekintést végezziik, még nincs a didkoknak elég is-
meretanyaguk ahhoz, hogy mélyebben eligazodjanak a logikai kvantorok,
a ,,minden, barmely” (V) és a ,Iétezik, van olyan” (3) vilagaban. Ezek
jelentéstartalmat, illetve a segitségiikkel megfogalmazott allitasok vizs-
galatat, tagadasat a késdbbiekben, folyamatosan érdemes tisztazni, tobbek
kozott az alabbi példak segitségével.

Példa
Tagadjuk kétféleképpen a kovetkezo6 allitast: Minden trapéz paralelog-
ramma. Igaz-e ez a tagadas?

Megjegyzés

A formalis, ,,Nem igaz az, hogy minden trapéz paralelogramma” taga-
das az elozetes ismeretek birtokdban konnyen megsziiletik. A masik le-
hetdség azonban sokkal kevésbé egyértelmii a didkok szamara. Sokan ugy
gondoljak, hogy a ,,minden” tagadéasa az ,,egyik sem” — pedig ez utdbbi-
nak logikai értelemben nincs kdze az eredeti allitdshoz. A tagadés helye-
sen ,,Van olyan trapéz, ami nem paralelogramma.” Ez utobbi allités ter-
mészetesen hamis, hiszen konnyen mutathat6 olyan trapéz, aminek a sza-
rai nem parhuzamosak. Az ilyen tipusu feladatok arra is jok, hogy az
egyeéb matematikai teriiletek fogalmait is folyamatosan a felszinen tartsuk.
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3.2. Az eseményalgebra bevezetése

A valdszinliség-szamitas, és azon beliil az eseményalgebra targyalasara
tobbnyire a 11. évfolyamon szoktunk sort keriteni. E targyalds soran min-
denekelott tisztdznunk kell a véletlen tomegjelenség fogalmat, bar erre
klasszikus matematikai egzaktsdgt definiciot nem tudunk adni. Elmagya-
razzuk, hogy a kisérlet a véletlen tomegjelenség egyszeri megfigyelése,
vagy eldidézése. Mindezeket és a tovabbi fogalmak nagy részét is példak-
kal kell alatdimasztanunk — akar gy is, hogy a nagy klasszikushoz, a koc-
kadobashoz folyamodunk: minden didkkal hozatunk egy-egy szabalyos
dobokockat, €és azzal szemléltetjiik az altalunk elmondottakat. Ez a gya-
korlati megkdzelités segithet az esemény, elemi esemény, eseménytér,
lehetetlen esemény ¢€s biztos esemény fogalmanak kialakitasaban is.

Definicio

Az esemény egy véletlen tomegjelenséggel kapcsolatos kisérlet egyik
lehetséges kimenetele.

fgy szoktuk definialni az eseményt, de ezzel a meghatarozassal azon-
nal gondjaink is adodhatnak, hiszen a lehetetlen eseményt is eseménynek
tekintjiik, pedig az éppen nem kovetkezik be a kisérlet soran.

Definicié
Az elemi esemény olyan esemény, ami az adott kisérlet sordn csak egy-
féleképpen fordulhat eld.

Definicié

Az eseménytér egy adott véletlen tomegjelenségre vonatkozd elemi
események Osszessége. Jele: H. (A szakirodalomban gyakran Q szerepel,
de talan célszert itt is az egyszerlbb, illetve a halmazelméleti jeldlésrend-
szerhez 1gazodd szimbolumot valasztani.)

Példa
Egy dobozban 4 piros, 3 fehér és 5 zold golyd van. Visszatevés nélkiil
kihuzunk a dobozbol egymas utan két golyot. Irjuk fel az eseményteret!

Megjegyzés
Azt, hogy a kiilonb6zd szini golyok aktudlis szdma nem jatszik szere-

pet az eseménytér felirdsaban, a tanulok altaldban nem latjak, megzavarja
Oket a megoldas szempontjabdl felesleges adatsor. Az eseménytér:

H ={f, b, fz, pf , PP» 7. 2f . 2P, 22}
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Célszerti arra biztatni a didkokat, hogy az egyes elemi eseményeket
valamilyen rendszerben, példaul lexikografikus sorrendben irjak le, hogy
biztosan ne hagyjanak ki egyet sem. Szamos ilyen feladat fekete €s fehér
golyokkal dolgozik, de ezekben feleslegesen megneheziti a leirast az azo-
nos kezddbetti.

Az eseménytér meghatarozdsa utan az eseményekre mar elegendd e
halmaz részhalmazaiként hivatkozni. Ahhoz, hogy ezt megtehesstik, itt is
sziikségiink van a tartalmazasi reldci6 megfeleldjére.

Definicio

Legyen 4 és B egy eseménytér két eseménye. Azt mondjuk, hogy A
maga utan vonja B-t, ha A csak azokban az esetekben kovetkezik be, ha B
is bekovetkezik. Jele 4 < B.

Definicié
A lehetetlen esemény olyan esemény, ami az adott véletlen tomegje-
lenség megfigyelése soran nem kovetkezhet be. Jele: @ vagy { |.

Definicié

A biztos esemény olyan esemény, ami az adott véletlen tomegjelenség
megfigyelése soran mindenképpen bekovetkezik. Jele: I. (A biztos ese-
meényt egy-egy konkrét véletlen tomegjelenséggel kapcsolatban sokféle-
képpen megadhatjuk, talan emiatt alakult ki ez a jelolés. Barhogyan is
adjuk meg, a halmazelméleti analogidk kovetkezetes alkalmazésa miatt itt
tulajdonképpen a H eseménytérrdl — alaphalmazrol — van szo6. )

Jol kell latnunk — és lattatnunk — tehat az analdgiat a halmaz- és a
Boole-algebraval. Miutan az eseményalgebra megadasakor mar jocskan
tal vagyunk az el6z6 két algebrahoz tartozo ismeretek ataddsan, konnyen
hivatkozhatunk a tanulok akkor megszerzett tudasara. A miiveletek elne-
vezése, megfogalmazasa azonban mas, és a jelolésiik is — bar ez utdbbi
nem egyértelmii: a tankonyvek, példatarak egy része a halmazelméleti
jeloléseket veszi at (M, U ), masik résziik a szamok kozott hasznalatos
miiveleti jelek mellett teszi le a voksot (-, +).

Mi ez utobbi megoldast valasztjuk, de mindenki a sajat tanitasi gya-
korlatdban kovetkezetesen kell, hogy haszndlja az altala eldnyben része-
sitett valtozatot — a didkok figyelmét azonban mindenképpen érdemes
felhivni erre a jelolésbeli kettdsségre.
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Definicié

Legyen adott a H eseménytér, és legyen A < H tetszéleges esemény.
Ekkor az A esemény ellentett eseménye az a H-beli esemény, ami akkor
kovetkezik be, ha 4 nem. Jele: A.

Definicié

Legyen adott a H eseménytér, és legyenek A, B < H tetszOleges ese-
mények. Ekkor az 4 és a B események osszege (A + B) az az esemény,
ami akkor kovetkezik be, ha 4 vagy B teljesiil.

Definicié

Legyen adott a H eseménytér, és legyenek A, B < H tetszOleges ese-
mények. Ekkor az 4 és a B események szorzata (4 + B) az az esemény,
ami akkor kovetkezik be, ha 4 €s B is teljesiil.

A definiciok mellett mindenképpen ki kell térniink a legfontosabb tu-
lajdonsagokra, mindenekeldtt a kommutativitasra, az asszociativitasra €s a
két disztributiv torvény teljesiilésére, tovabba a nagyon jol hasznalhato de
Morgan-azonossagokra. Ki kell térniink a kiilonbség definialasara is, amit
persze megtehetiink az eddigi miiveletek segitségével is

(A\B=A4-B),

tovabba az egymadst kizaro események fogalmara, ami a halmazelmélet
,»diszjunkt halmazok” fogalméaval analog (4 -+ B = O).

A miuveletek rogzitését, begyakorlasat példakkal érdemes segitentink.

Példa

Egy didk vonattal Budapestre utazik. Legyen 4 az az esemény, hogy az
ut soran zenét hallgat, B az, hogy internetezik, C pedig az, hogy olvas.
frjuk le szovegesen, mit jelentenek az alabbi események:

()A+B+C (2)4-B-C (3)A+B (4) A+ B+ AC

Megjegyzés

Az (1) megfogalmazasa egyszert: ,,A diak vagy zenét hallgat, vagy
internetezik, vagy olvas.” Itt arra érdemes felhivni a figyelmet, hogy a
vagy ebben az esetben természetesen megengedd értelmii. A (2)-t sem
nehéz megadni: ,, 4 didk zenét hallgat és internetezik, de nem olvas.” Itt a
,,de” kotdsz6 hasznalata érdemel figyelmet és magyarazatot. A (3) pont
megvalaszolasa mar nagyobb kortltekintést igényel: a kissé nehézkes
,,Nem igaz az, hogy a diak zenét hallgat vagy internetezik.” elfogadasa
mellett hivjuk fel a figyelmet a de Morgan-azonossdg alkalmazasaval
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érvényesithetd ,, A didk nem hallgat zenét és nem is internetezik.”’ alakra!
A (4) valasz megaddsa az elozmények ismeretében nem nehéz: ,, 4 didk
vagy nem hallgat zenét, vagy nem internetezik, vagy zenét hallgat, de nem
olvas.”

Példa

Legyen az eseménytér a koordindta-rendszer azon pontjainak halmaza,
amelyek x,y koordinataira 0 < x,y <4teljesiil. Véletlenszerlien jeloljiik
meg e ponthalmaz egyik pontjat! Legyen az A esemény az, hogy e pont
koordinataira teljesiil az 1< (x—2)* +(y—2)° <4 6sszefiiggés, a B ese-
mény pedig az, hogy a koordinatakra igaz az x —y > 0egyenldtlenség!
Abrazoljuk a kdvetkezd miiveleteknek megfeleld ponthalmazokat:

(1) 4-B (2) A+B  (3) B\A

Megjegyzés

Az A és a B eseményeknek megfeleld ponthalmazok k6z6s koordinata-
rendszerben torténd abrazolasa utan (GeoGebraban vagy interaktiv tablan
is akar) a megfeleld teriiletek jelolhetdk — vigydznunk kell azonban a ha-
tarvonalak jelolésére! Fel kell ismerniink — €és érdemes azonos atalakita-
sokkal igazolni is — hogy a (2) és a (3) pontnak megfelelé ponthalmaz
azonos (4. abra)!

Az (1) pont megoldasa a legsotétebb
szurke terilet, a hatarvonalaival egyitt

A (2) és (3) megoldasa a négyzet
legvilagosabb szlrkével jelzett pontjai; a
hatarvonalak kodzul csak azok a pontok

\, tartoznak hozza, amelyek a hatarold

\ négyzetoldalak kdrvonalaktdl kilonbozé
Ol — LI pontjaiés nemesnek az y=x egyenesre sem

4. abra
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Ezt a példat természetesen akkor célszerli kitlizni, ha a koordinata-
geometria fejezet targyalasa utan foglalkozunk az eseményalgebraval. Ott
azonban nagyon hasznos lehet: egyrészt visszautal a korabban megtanult
ismeretekre, masrészt elokésziti a geometriai valdszinliség feldolgozasat.
Kiilon érdemes odafigyelni az egyes alpontok megoldésa soran a hatarvo-
nalak pontjaira, azok tudatos abrazoltatasara.

A fentiek mellett a szokasos kockadobas, pénzfeldobas, kartyahuzés
feladataibol is érdemes valogatnunk a gyakorlas soran.

A val6szinliség fogalmanak bevezetése utan, a klasszikus valosziniisé-
gi mezdn érvényes feladatok kozott is érdemes kitlizniink olyanokat,
amelyek sordn az eseményalgebra miiveleteit hasznaltathatjuk!

Példa

Helyezziik el egy dobozban a 0, 2, 3, 5, 5, 6 szamokat tartalmazé kar-
tyakat, majd egyesével kivéve a dobozbdl, rakjuk 6ket egymas mellé!
Legyen A az az esemény, hogy igy 4-gyel oszthatd hatjegyli szamot ka-
punk, B pedig az, hogy az igy kapott szdm 5-tel oszthatd. Hatarozzuk meg
a kovetkezd események valdszinliségét:

A+ B, A-B,2+§!

Megjegyzés

Amellett, hogy ezzel a példaval gyakorolhatjuk az eseményalgebra
miiveleteit és azonossagait, valamint a valoszinliségre vonatkozo tulaj-
donséagokat, ismét rairanyithatjuk a figyelmet az esetszétvalasztas fontos-
sagara, hiszen masképpen kell szamolnunk azokban az esetekben, amikor
a szam 0-ra végzddik (az 5-tel oszthatdsag esetén) vagy az utols6 két po-
zici6 valamelyikén 0 all (ha a 4-gyel oszthatosag eseteit akarjuk szamba
venni), és masképpen, ha ezek nem teljesiilnek. Fontos felismertetni a fel-
adatmegoldas célszerti 1épéseit is: a P(4) és a P(B) kiszamitasa utan érde-
mes a P(A-B)-vel foglalkozni, hiszen a P(4 + B) = P(4) + P(B) — P(4*B)
€s az A+ B = A-B azonossag segitségével a masik két kérdés konnyen
megvalaszolhato.

Ezen megfontolasok alapjan tehat eldszor kiszamoljuk az dsszes esetet:
ismétléses permutacioval ez

o 360.

2!

A 4-gyel oszthatd szamok végzddései alapjan harom csoportot kiilo-
nithetiink el:
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— az elsébe a 20 és a 60 végli szamok tartoznak, ilyenbdl 6sszesen

!
& = 24 van;

2.~
2!

—a masodikba a 32 és a 36 végliek, ezek szdma Osszesen

! !
20 2

— a harmadikba az 52-re és az 56-ra végz0doek, amelyekbdl
2-3-3!1=36 van.

A B esemény egyszerilibben kezelhetd:
!
—a 0-ra végz0do esetek szama % =60,

— az 5-re végzOdoeké pedig 4-4!=96.

. 78 13 156 26
Iey P(A)=——=—, P(B)=—="—.
&y () 360 60 () 360 60
Az A-B a?20¢és 60 végli szamokat jelenti, tehat P(A-B):%:%.

EbbSl p(44p)- 13,20 2 37 p(4.5)-pl15)-1- -0 1
60 60 60 60 12 60 60 15

A fenti példa egyébként hatareset: a kerettanterv inkdbb csak emelt
szinten varja el, hogy a didkok ennyire otthon legyenek az eseményalgeb-
réban. De eddig is lathattuk: ugyanazt a feladatot tobbféleképpen megfo-
galmazva, vagy a megoldast tobbféle uton elképzelve e képzeletbeli ha-
tarvonalnak hol egyik, hol masik oldalan sétalunk.
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4. Emelt szintii ismeretek elokészitése a kozépszintii
tananyag keretein beliil

BALLA Eva

4.1. Emelt szinti ismeretek elokészitése az algebra témakorben

4.1.1. Oszthatosag, szamrendszerek

A téma emelt szintli vizsgakovetelményei: Az emelt szinten érettségizo
didknak legyen jartassaga az Osszetettebb algebrai atalakitdsokat igényld
feladatok megoldasaban is. Ismerje a témakorhoz tartozo tételek bizonyi-
tasat. Tudjon oszthatdsagi feladatokat megoldani; tudja a szamokat 10-es
alapu szamrendszerbdl atirni n alapuba és viszont.

Az alabbi oszthatdsagi feladatok megoldasa nem kivan az alaporan el-
sajatithatonal tobb ismeretet, de kozos megbeszélésiik, a megoldasukhoz
hasznalt modszerek bemutatasa ravilagit bizonyos 0sszefliggésekre, ezal-
tal az eddig tanultak mélyebb megértését segiti.

Példa
Milyen szdmjegyek irhatok x és y helyére, ha
a) 45135x2y b)) 24[75x24y?

Megjegyzés
A tanult oszthatosagi szabalyok segitségével ujakat alkothatunk. (Gon-
doljunk a 6-tal valo oszthatosagra!) Felhasznaljuk a kovetkezo tételt:

ha a|c /\b|c /\(a;b):l:a-b|c.

Célszerli a szamelmélet alaptételének megbeszélése utan olyan fela-
datokat is kitlizni, amelyekben az osztok szdmaval, négyzetszamokkal
kapcsolatos ismeretek, helyiértékes alakkal vald szdmolas is eldkeriilnek.

Példa
Hany oszt6ja van a 200-nak?
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Megoldas

200=2’-5%, oszt6i 2% -5 alakuak, ahol x €10;1;2;3} »ei{0;1; 2},
tehat a 200-nak (3 + 1)+ (2 + 1) = 12 osztdja van. Eredményiinket altala-
nositva kapjuk az osztdk szamdra vonatkozo tételt.

Feladat

Az 52941 szamjegyeit leirjuk az 0sszes lehetséges sorrendben! Bizo-
nyitsa be, hogy e szamok egyike sem négyzetszam! (Emelt szinti érettseé-
g12006. februar.)

Megjegyzés

A négyzetszamokkal kapcsolatosan megbeszélhetjiik a kovetkezdket: a
négyzetszamok primtényezds felbontasaban szerepld kitevOk mindegyike
paros. Ha egy négyzetszam oszthat6 egy p primmel, akkor oszthat6 annak
négyzetével is. Az n? és (n +1)? kozott nincs négyzetszam, ha n természe-
tes szam. Erdemes vizsgalni négyzetszamok 3-mal, 4-gyel valo osztasi
maradeékait, illetve négyzetszamok, hatvanyok végzddéseit.

Feladat

A tizes szamrendszerben felirt egyjegyll a, kétjegyli ab és haromjegyli
bba szam ebben a sorrendben egy szamtani sorozat elsd harom tagja.
(Azonos betiik azonos, kiilonboz6é betiik kiilonb6zé szamjegyeket jeldl-
nek.) Szamitsa ki a sorozat differenciajat és az elsé szdz elem Gsszegét!
(Emelt szinti érettségi 2006. majus.)

Megjegyzés

A helyiértékes alakkal megoldhatd oszthatosagi feladatok a szdmrend-
szerekkel valo ismerkedést is elékészitik 9. évfolyamon.

Mutassunk olyan oszthatdsagi feladatokat is, amelyek megoldasaban a
nevezetes szorzatokat is hasznalhatjuk.

Példa
Igazoljuk, hogy ha n természetes szam, akkor > — n oszthat6 6-tal!

Megoldas
Tobbfele megoldasi médszer koziil valaszthatunk.
1) A kifejezést szorzatta alakitjuk:
3 2
n—-n= n(n —1): (n—l)n(n+1),
ez harom egymast kovetd egész szam. Kozottiik biztosan van egy 2-
vel és egy 3-mal oszthatd szam, tehat szorzatuk oszthat6 6-tal.

70



EMELT SZINTU ISMERETEK ELOKESZITESE

2) Sorban megvizsgalva az n szdm 6-tal (vagy 2-vel és 3-mal) valo
kiilonbdz6 osztasi maradékai esetén milyen maradékot ad az n> — n
kifejezés. Rovidebb a megoldas, ha elobb belatjuk, hogy egy szdm
hatvanyai helyett elegendé a maradékok hatvanyaival szamolni.

3) Teljes indukcioval. A feljes indukcids bizonyitdasi modszert maga-
sabb évfolyamon tanitjuk, 6nallo alkalmazdsat nem varjuk el atla-
gos képességli csoportokban, a kozépszintli érettségi kovetelményei
kozott nem szerepel.

Az emelt szintli érettségi feladatok kozott elokeriilnek egyszeriibb dio-
fantoszi_egyvenletre vezetd problémak is, ezért érdemes néhany ilyen fel-
adatot is megbesz¢lni.

Feladat

Egy fabol késziilt négyzetes oszlop minden €lének hossza centiméter-
ben mérve 2-nél nagyobb egész szam. A négyzetes oszlop minden lapjat
befestettiik pirosra, majd a lapokkal parhuzamosan 1 cm ¢éli kis kockakra
vagtuk. A kis kockak koziil 28 lett olyan, amelynek pontosan két lapja
piros. Mekkora lehetett a négyzetes oszlop térfogata? (Emelt szintli érett-
ségi 2011. majus.)

4.1.2. Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek, egyenlot-

lenség-rendszerek

A téma emelt szintli vizsgakovetelményei: A vizsgdzo ismerje az
egyenletek értelmezési tartomany-, értékkészlet vizsgalattal, szorzattd ala-
kitassal valo megoldasi modszereit. Tudjon abszolutértékes, elséfoku pa-
raméteres egyenleteket, masodfokti paraméteres feladatokat megoldani,
alkalmazza a gyokok ¢€s egyiitthatok kozotti osszefliggéseket, tudjon két-
¢s haromismeretlenes els6foku egyenletrendszereket, masodfoktra visz-
szavezethetd egyenletrendszereket, két négyzetre emeléssel megoldhatd
egyenleteket megoldani. Tudjon egyszerii négyzetgyokds, abszolutér-
tékes, exponencialis, logaritmikus, trigonometrikus egyenldtlenségeket,
Osszetettebb logaritmikus, exponencialis €s trigonometrikus egyenleteket,
egyenletrendszereket megoldani.

Az érettségin gyakran tliznek ki szoveges feladatot, ezért mar az elso-
foku egyenletek témakorben érdemes minél tobb ilyen feladatot megolda-
ni. A szdveges feladatok megoldasa kompetencia jellegli tudast jelent,
hiszen a tanult eljardsokat ismeretlen szituacioban kell alkalmazni. A ta-
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nuloknak a legnagyobb nehézséget altalaban a megfeleld matematikai
modell megadésa jelenti, vagyis a szoveg alapjan a megfeleld egyenlet
felirasa. A szoveges feladatok tanitasanak fontossdga indokolja, hogy
minden ad6do6 alkalommal oldassunk meg a tanulokkal szoveges felada-
tokat is, legyen sz6 akar els6- vagy masodfoku, akar exponencialis, loga-
ritmikus egyenletekrdl vagy sorozatokrol. A szoveges feladatok valtoza-
tossaga végtelen, de fogddzokat adhatunk bizonyos tipusfeladatok megol-
dasanak bemutatasaval. A kétszintli érettségi bevezetésével gy tlinik,
hogy a régi tipusfeladatok leginkabb emelt szinten fordulnak eld, de ko-
zépszinten is kitliznek egyenletrendszerre vezetd szoveges feladatokat.
Gyakran szerepel a szoveges feladatokban szazalékszamitds, amelynek
alapos ismerete hozzdjarulhat a sorozatok témakorben tanitott kamatos
kamatszamitési feladatok sikeres megoldasahoz.

Feladatok

(1) A ,,Tojas” farmon 10000 tyukot tartanak, ezek egy év alatt 2,20
milli6 tojast tojnak. Az a tapasztalat, hogy a tyukok szamanak p%-
kal torténd csokkentése 2p%-kal noveli az egy tyukra vonatkozo
tojasmennyiséget, csak p < 30 esetén érvényes. Hany széazalékkal
csOkkentették a tyukok szamat, ha ezzel évi 8%-os termelésndve-
kedést értek el egy év alatt? (emelt szintii érettségi 2006. februar)

(2) Egy iizletben haromféle palackozott ecet van a polcon: 12 db 10%-
o0s, 8 db 15%-0s ¢és 5 db 20%-0s. Mindegyiket azonos csomagolas-
ban, 1 literes kiszerelésben aruljak. a.) Hany szazalékos ecetet kap-
nank, ha a polcon levd Osszes ecetet Osszedntenénk? Kazmér el-
képzelése az, hogy egy palack ecet arat az iires palack arabol, a to-
mény ecet, valamint a tiszta viz literenkénti arabol kalkulaljak ki.
b.) Az iires palack ara 30 Ft, a tomény ecet literje 500 Ft és a tiszta
viz literje 10 Ft. Mennyibe keriilne a harom kiilonb6z6 toménységli
palackozott ecet az tizletben, ha a fogyasztoi ar a Kazmér elképze-
1ése szerint kalkulalt &r 120%-a? (A fogyasztoi arat a végeén kereki-
tik egész forintra.) Kdzmér felirta a literes palackok bolti arait: a
10%-o0s ecet 144 Ft, a 15%-o0s 150Ft, a 20%-o0s 156 Ft. c.) Ha eze-
ket az arakat a b.) részben leirtak szerint kalkulaltak, akkor ki lehet-
e mindezekbdl szamitani az iires palack, a tomény ecet ¢és a tiszta
viz arat? (Emelt szint érettségi 2009. oktober.)
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Megjegyzés

Ez utobbi feladat c.) részében egy elséfoku hdromismeretlenes egyen-
letrendszert kell felirni, majd eldonteni, van-e egyértelmli megoldasa. Egy
ilyen feladatot csak akkor tudnak megoldani a didkjaink, ha kordbban mar
foglalkoztak tobbismeretlenes egyenletrendszerrel, és talalkoztak olyan
egyenletrendszerekkel, amelyek ellentmondasra vagy azonossagra vezetnek.

Az elséfoku, majd kiilonosen a masodfoku egyenletek témakorben mu-
tatnunk kell példakat paraméteres egyenletek megoldasara. A paraméteres
egyenletek megoldasanak ismerete emelt szintli kovetelmény, de a ma-
sodfoku egyenletek targyaldsandl gyakran eldkeriilnek olyan feladatok,
amelyben paraméterek szerepelnek, illetve bizonyos alkalmazasokban
(kémiai, fizikai, pénziigyi feladatokban) is el6fordulnak.

A paraméteres feladatok egyik tipusa az, amelyben az egyenlet megol-
dasa a feladat. Masik tipusa ezeknek a feladatoknak, amelyekben megha-
tarozott feltételeknek megfeleld paramétert keresiink.

Feladat
Oldja meg az
r P ! =0

x2—=4 x*+2x 2x-x’

egyenletet, ahol a p paraméter valds szamot jelol! Van-e olyan p valos
szam, amely esetén két kiilonb6z6 gydke van az egyenletnek? Van-e
olyan p valds szdm, amely esetén nincs gyoke az egyenletnek? (Emelt
szintli érettségi 2007. majus.)

Megjegyzés

A megoldéasokat a paraméter(ek) 6sszes megengedett értékére meg kell
adnunk. Ha a feladatban az ismeretlenre valamilyen feltételt kell szabni
(pl. nevezdben szerepel), akkor a kapott eredményt is meg kell vizsgélni,
hogy mely paraméter értékek esetén teljesiil a feltétel.

A masodfoku egyenletek tanitasakor foglalkozunk a diszkrimindns
vizsgalattal kapcsolatos problémakkal, illetve a Viete-formuldkkal meg-
oldhato példakkal.

Feladatok
(1) Hatarozza meg az o valds paraméter értékét ugy, hogy

adx® —4(sina +cosa)x+1+sina = 0 egyenletnek egy darab két-
szeres valos gyoke legyen! (Emelt szintli érettségi 2008. majus.)
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S

(2) Szamitsa ki a p valds paraméter értékét, ha az x* — x + p =
egyenlet valos gyokei 1-gyel kisebbek, mint az x° + px — 1 = 0
egyenlet valos gyokei! (Emelt szintli érettségi 2006. majus.)

Az egyenletekkel kapcsolatos ismeretek kozott kozépszinten is fogla-
kozunk néhany gyakrabban el6forduld, specialis alakt egyenletek eseté-
ben alkalmazhatdé modszerrel. Az uj ismeretlen bevezetésének modszerét
eldszor a masodfokura visszavezethetd magasabb fokt egyenletek megol-
dasanal szoktuk megmutatni, de megkonnyitheti pl. négyzetgyokds, ex-
ponencidlis, logaritmikus vagy trigonometrikus egyenletek megoldasat is.

Feladat
Oldjuk meg a valos szamok halmazan:

6- (3 )" = (x2)™" ~ 6075
(Emelt szinti érettségi 2012. majus.)

Osszetettebb feladatok megoldasahoz sziikség van bizonyos eljarasok,
tipusfeladatok, modszerek ismeretére, de ez nem elegendd, a tanultakat
rendszerben kell 1atni, sokféle teriiletrol felszedett tudaselemet kell 6ssze-
kapcsolni.

Feladatok
(1) Igazolja, hogy az alabbi egyenletnek nincs megoldésa a valos sza-
mok halmazan!

sinx—1= \/lg(cos2 x—1,5cos x)
(Emelt szinti érettségi 2009. majus.)

(2) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!

sin? x—4sin x +4 ++/sin? x + 4sin x+4 = \/sin2 x+7sinx+12,25
(Emelt szinti érettségi 2005. majus.)

Megjegyzés

A fenti egyenletek megoldasahoz felhasznalando ismeretek: négyzet-
gvok, szogfiiggvény €s logaritmus fogalma, nevezetes szorzat, trigonomet-
rikus fliggvény ¢és logaritmusfiiggvény tulajdonsdgai (értékkészlet, me-
net), trigonometrikus egyenlet megoldasa
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Az egyenletekrdl, egyenletrendszerekrdl tanultakat a koordinatageo-
metridban is alkalmazni kell. Emelt szinten meg kell tudni hatarozni két
kor kozos pontjait is, amihez elengedhetetlen, hogy mésodfoku egyenle-
tekbdl all6 egyenletrendszert meg tudjon oldani a vizsgazo.

Példa

Jelolje e azokat az egyeneseket, amelyeknek egyenlete 2x + y = b, ahol
b valos paraméter. Mekkora lehet b értéke, ha tudjuk, hogy van kozos
pontja az igy megadott e egyenesnek ¢és az origd kdzéppontu, 4 egység
sugaru kornek? (Emelt szintli érettségi 2009. majus.)

Megjegyzés

A feladat megoldhatd a szerkesztési eljarast kovetve egy elsé- és egy
masodfoku egyenletbdl 4llo egyenletrendszer megoldéasaval, vagy algeb-
rai megfontolasokat felhasznélva vizsgalhatjuk, hogy a

2x+y=>b

x' 4yt = 16}

egyenletrendszernek milyen b-re van megoldasa (diszkriminans vizs-
galat).

Emelt szinten tudni kell els6- illetve masodfokt, egyszeriibb négyzet-
gyokds, exponencialis, logaritmikus és trigonometrikus egyenldtlensége-
ket megoldani. Az egyenldtlenségek megoldasanal altalaban a megfeleld
fiiggvények tulajdonsagait hasznaljuk fel, az algebrai megoldas mellett a
grafikus megolddsi modszert alkalmazzuk.

Feladatok

(1) Jelolje H a [0; 27 [ intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek
halmaza, amelyekre teljesiil a2°"* >1 egyenl6tlenség, és B a H
halmaz azon részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil a 2°** <1.

Adja meg az A, a B ¢s az A \ B halmazt! (emelt szintli érettségi
2008. oktober)

(2) Oldja meg az alabbi egyenldtlenséget a valds szdmok halmazan!
Vx? =3x -log,,(x+2) <0 (emelt szintii érettségi 2009. majus)

(3) Oldja meg az alabbi egyenldtlenséget a valos szamok halmazan!
0,5x ++vx+3 <2,5 (emelt szinth érettségi 2010. oktdber)
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Megjegyzés

A fenti feladatok megoldasahoz sziikséges az exponencialis és a loga-
ritmusfliggvények tulajdonsagainak ismerete, masodfoku ¢€s trigonometri-
kus fliggvények hasznalata, értelmezési tartomany és értékkészlet vizs-
galat. Az utols6 példa megoldasdhoz az algebrai ut helyett 1ényegesen
egyszeriibb a grafikus modszert valasztani.

Az emelt szintli vizsgakdvetelményekben felsorolt megoldasi médsze-
rek, feladattipusok bemutatdsara a megfeleld téman beliil érdemes — leg-
alabb egy-egy példa erejéig — idot szakitani. Bizonyos mddszerek kiilon-
boz6 tartalmaknal tobbszor eldjonnek, igy ezeket a didkjaink konnyebben
elsajatithatjak, mig masokat csak a fakultacidos csoportokban van lehetd-
ség részletesebben targyalni €s elmélyiteni.

Felhasznalt és ajanlott irodalom

Hortobagyi I., Marosvari P., Palmay L., Posfai P., Siposs A. & Vancsé O.
(2003): Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I, 11. Pilis-
csaba: Konsept-H Kiado.

Bartha, G., Bogdan, Z., Csuri, J., Dur6, L-né, dr. Gyapjas, F-né, dr. Kan-
tor, S-né¢ & dr. Pintér, L-n¢ (2002): Matematikai feladatgyiijtemény 1.
Budapest: Nemzeti Tankonyvkiado.

Feladatsorok az emelt szintii irasbeli érettségi vizsgakon: http://www.
oktatas.hu/kozneveles/erettsegi/feladatsorok vizsgatargyankent/!DARI
_ErettsegiFeladatsorok/oh.php?id=erett ut reszlet (2015.02.25.)
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4.2. Emelt szintii ismeretek elokészitése a geometria témakorben

A geometria témakorben sok olyan téma van, amely a kétszinti érett-
ségi bevezetése Ota kisebb hangsulyt kap, mert nem tartozik a kdzépszintii
érettségi kovetelmeényei kozé. Ezeket a fogalmakat, tételeket tovabbra is
tanitjuk, de gyakorlasukra, a tételek bizonyitasara, alkalmazasukra keve-
sebb 1d6t forditunk, ugyanakkor az emelt szintli kdvetelményeknek to-
vabbra is részei. Ezek kozé tartoznak az elemi geometridban a hur- és
érintdnégyszogek, a keriileti és kozépponti szogek ismerete €s alkalmaza-
sa; a trigonometridban az addicios 0sszefliggések alkalmazasa, egymasbol
szogfuggvények kifejezése; a koordinatageometridban két kor kolesonds
helyzete, kiils6 pontbdl huzott érintd egyenlete, parabola egyenletének
ismerete, alkalmazasa.

Altaldban a 10. évfolyamon tanitjuk a hirnégyszogek és érinténégy-
szogek fogalmat és a hozzajuk kapcsolodo tételeket. Az aldbbiakhoz ha-
sonlod feladatokat ezek ismeretében egy atlagos képességii csoportban is
megbeszélhetiink, az elsd két példanal egyuttal azt is kiemelve, hogy tobb
esetet 1s vizsgalni kell.

Feladatok

(1) Egy hurnégyszog harom szogérdl tudjuk, hogy mértekiik aranya 7 :
6 : 8. Mekkordk a hurnégyszég szogei? (Emelt szintli érettségi
2006. oktober.)

(2) Egy érinténégyszog harom oldalanak hossza 5 cm, 8§ cm és 11 cm.
Mekkora lehet a hidnyz6 oldal hossza?

Példa

Egy tengelyesen szimmetrikus érintétrapéz alapjainak hossza 5 illetve
20 egység. Szamitsa ki a trapéz teriiletét és atlojanak hosszat! Bizonyitsa
be: ha egy hurtrapéz érinténégyszog, akkor magassagadnak hossza az
alapok hosszanak mértani kozepe! (emelt szintii érettségi 2008. majus)

Megjegyzés

Az utobbi példaban a hurtrapéz fogalma, az érinténégyszogek tétele
mellett a Pitagorasz-tételt €s a mértani kozép fogalmat is hasznalni kell a
megoldashoz.

Példa
Az ABCD derékszogli érintdtrapéz AB és CD alapjai (4B > CD) hosz-
szanak 0sszege 20. A beirt kornek az alapokra nem merdleges BC szarral
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vett érintési pontja negyedeli a BC szarat. Szdmitsa ki a trapéz oldalainak
hosszat! (Emelt szintii érettségi 2005. oktober.)

Megoldas
A feladat megoldasdhoz sziikséges eldzetes ismeretek: €rintdnégyszo-
gek tétele, Pitagorasz-tétel, beirt kor kozéppontjaval, trapézzal kapcsola-
tos ismeretek, magassagtétel.
1) Az érintdnégyszogek tétele alapjan felirhato az (1) és (2) egyenlet.
A C csucsbol meghuzva a magassagot, a kapott derékszogli harom-
szogre (1. abran BCK) alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt (3). A be-
irt kor kdozéppontjat a szogfelezOk metszéspontja adja, ezért BO és
CO szakaszok szogfelezok. A trapéz egy szaron fekvd szogeinek
osszege 180°, igy a BOC haromszog B-nél és C-nél levd szogeinek
osszege 90°, tehat O-nal derékszog van. A haromszogre alkalmaz-
hato a magassagtétel (4).

LI (1) a+c=20

1. abra

2) Felhasznalhatjuk a kiilsé pontbol a kérhoz huzott érintészakaszok
egyenloségét 1s. Ekkor a 2. abra jeloléseit hasznalva csak két isme-
retlent tartalmazo egyenletrendszert kell megoldani. A (2) egyenle-
tet a CKB haromszdgre felirt Pitagorasz-tételbdl is megkaphatjuk.
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i 3x
i | (1) 2r+4x=20

A E B (2) 3xT =72

o

2. abra

A hur- és érintdnégyszogekrdl tanultakat a koordinadtageometriaban is
eldvehetjiik.

Feladat

Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:

DA: 3x —4y — 20 =0, AB: 3x + 5y — 20 = 0, BC: 4x — 3y +12 = (),
CD: 5x + 3y +15 = 0.

Bizonyitsa be, hogy ez a négyszog hirnégyszog! (Emelt szintli érettsé-
g12011. majus.)

A teriilet, térfogat fogalmanak kialakitdsa sordn sokszor hasznaljuk a
haromszogek teriiletének kiilonb6z6 kiszadmitdsi modjait. A sulyvonallal
kapcsolatban is megbeszéljiik, hogy az miért felezi a hdaromszog teriiletét.
Tanuloink tobbsége szamara mégis nehéznek tiinik a kozos oldalegyenes-
sel és ezzel szemkozti kozos cstucesal rendelkezd haromszogek teriiletei
kozotti osszefliggés felismerése. Ezt az Osszefliggést €s a hasonldsdgot
kell felhasznalni a kovetkezd két feladat megoldasaban.

Feladat

Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD, és AB > CD. A tra-
pézatloinak metszéspontja K. Az ABK haromszég AB oldaldhoz tartozé
magassaga kétszerese a CDK haromszog CD oldalahoz tartoz6 magassa-
ganak. Jelolje T az ADK haromszog teriiletét. Hanyszorosa az ABCD tra-
péz teriilete T-nek? (Emelt szintli érettségi 2006. februar.)
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Példa

Az ABC haromszdg oldalai AB = 42, BC = 40 és CA = 26. irjunk tég-
lalapot a hdromszogbe ugy, hogy a téglalap egyik oldala illeszkedjen a
haromszég AB oldaldra, masik két csticsa pedig a haromszog CA illetve
BC oldalara essen. Tekintsiik az igy beirhat6 téglalapok koziil a legna-
gyobb teriiletiit! Mekkordk ennek a téglalapnak az oldalai? (emelt szinti
¢rettségi 2005. majus)

Megoldas

A feladat megoldasahoz sziikséges elOzetes ismeretek: Heron-képlet,
hasonlosag alkalmazasa, szélsoérték-feladat megolddasa, mdsodfoku fiigg-
vény tulajdonsdgainak ismerete (grafikon, teljes négyzetté kiegészités
moddszere, differencidlszamitds) vagy nevezetes kézepek. A haromszog ol-
dalainak ismeretében meghatarozhat6 a teriilete, melybdl kiszdmithat6 az
m. magassaga. Hasonlosag alkalmazasaval a téglalap két ismeretlen olda-
la kozotti kapcsolatot irhatunk fel, igy a téglalp teriiletét egyvaltozos
figgvényként adhatjuk meg. A feladat innen egy masodfoku fiiggvény
szélséértékének vizsgalata.

C \/ ( b)(s—c)

=" o m =24
x_| 24—y x 7
! =" x=—(24-
| 24 & §24)
y i 7
A | B t:xy:Z(24y—y2)
3. dbra
Feladat

Egy forgaskup alapkorének atmérdje 10 cm, alkotdja 13 cm. frjon ebbe
egy olyan, a kuppal k6zos szimmetriatengelyli forgashengert, amelynek
alaplapja a kup alaplapjara illeszkedik, és térfogata maximalis! Mekkora
ennek a hengernek a sugara? (Emelt szinti érettségi 2009. majus.)
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Megjegyzés

A megfeleld sikmetszet megtalaldsa utan az elébbi példdhoz analog
moddon oldhatd meg, de a sz€lséérték-probléma itt egy harmadfoku fligg-
vény vizsgalatdhoz vezet.

Szintén egy geometriai szélsdérték-probléma az alabbi feladat is, me-
lyet koordinatageometriai mdodszerekkel vagy elemi geometriai uton, a
hasonlosag felhasznaldsaval lehet megoldani.

Feladat

Az y = ax + b egyenletli egyenes illeszkedik a (2; 6) pontra. Tudjuk,
hogy a < 0. Jelolje az x tengely és az egyenes metszéspontjat P, az y ten-
gely és az egyenes metszéspontjat pedig O. irja fel annak az egyenesnek
az egyenletét, amelyre az OPQ haromszog teriilete a legkisebb, és szamit-
sa ki ezt a tertiletet (O a koordinata-rendszer origdjat jeloli)!

A trigonometria fejezetben lehetdség van atismételni az elemi geomet-
riabol korabban tanultakat. A kdzépponti és keriileti szogek tételét is atis-
mételhetjiik, a szinusztétel kapcsan bizonyithatjuk a har hossza és a hozza
tartozo kertileti szog kozotti a = 2r sina Osszefliggést. A kovetkezd fel-
adat megoldasdhoz a szinusz- és koszinusztétel mellett ezekre az ismere-
tekre is sziikség van.

Feladat

Az ABC haromszog koriilirt kdrének sugara 26 cm, BACZ =60°. a.
Szamitsa ki a BC oldal hosszat! Hany fokos a haromszog masik két szdge,
ha az AC oldal b cm, az AB oldal pedig 3b cm hosszusagu? (Emelt szintii
¢rettségi 2007. oktober.)

Példa

Az ABC haromszégben AB = 2, AC = 1, a BC oldal hossza pedig
megegyezik az 4 csucsbdl induld stlyvonal hosszaval. a.) Mekkora a BC
oldal hossza? b.) Mekkora a haromszog teriilete? A teriilet pontos értékét
adja meg! (Emelt szintti érettségi 2008. oktober.)

81



BALLA EvA

4. abra

Megoldas

1) Trigonometriai Gton: (1) Felirunk egy-egy koszinusztételt az ABF és
az ABC haromszdgre, a kapott egyenletrendszerbdl S és x meghata-
rozhat6. A teriilet pontos értékének kiszamitasadhoz a

T absin

2

képletet hasznalhatjuk, ehhez szogfiiggvényértékeket kell kifejezni
egymdsbol: a cosp értekébdl kell kifejezni sinf pontos értékét. (2)
Felirunk egy-egy koszinusztételt az ABF és az AFC haromszogre,
felhasznaljuk cos (180°— 6)= —coso 0sszefiiggést, és a kapott egyen-
letrendszerbdl 0 és x meghatarozhatd. Minthogy a sulyvonal felezi a
haromszog teriiletét, elegendd pl. az ABF haromszdg teriiletét meg-
adni, a 0 szog segitségével, az (1) esetnél leirt mdédon.

2) Megoldas elemi geometriai uton: A haromszoget az F felezOpontra
tilkrozve egy paralelogrammat kapunk, melynek &tloi 2x és 4x
hosszusaguak. Felhasznaljuk azt a tételt, hogy a paralelogramma ol-
dalainak négyzetosszege egyenld az atlok négyzetdsszegevel, ebbol
megkapjuk a BC oldalt. A teriiletszamitashoz a Heron-képletet hasz-
nalhatjuk.

Az Osszetettebb geometriai problémaknal az é4bra elkészitése sem
konnyli feladat. A trigonometriai feladatokban gyakran eléfordul, hogy
valamilyen valos ¢életbdl vett szituaciobol kiindulva tavolsagokat, szoge-
ket kell meghatarozni. Az ilyen feladatokban problémat szokott okozni a
megfeleld matematikai modell elkészitése, kiilonosen akkor, ha valami-
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lyen térgeometriai abrat kell felvazolni, ezért célszerli tobb ilyen feladatot
megbeszélni.

Feladat

A Csendes-0cean egyik kis szigetétdl keletre, a szigettdl 16 km tavol-
sagban elsiillyedt egy fold koriili uton jar6é vitorlds. A legénység egy
mentdcsonakban segitségre var, a naluk 1évo jelado késziilék hatosugara
minddssze 6 km. Amikor a vitorlds elsiillyedt, akkor a szigettdl délre, a
szigettdl 24 km tévolsagra volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo éallanddan
¢szakkeleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas elsiillyedésének
helyérdl folyamatosan kiildik a vészjeleket. a.) Igazolja, hogy a tengerjard
legénysége észlelheti a segélykérd jelzést! Egy 1,5 km magassagban ha-
lado repiilogép éppen a sziget felett van, amikor a repiildgép fedélzeti
miiszerei észlelik a tengerjard hajot, amely a vitorlas elsiillyedése ota 20
km-t tett meg. b.) Mekkora depresszid szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a
miiszerek a tengerjarot? Szamitasai soran a Fold gorbiiletétdl tekintsen el!
(Emelt szinti érettségi 2012. oktdber.)

Megjegyzés

A példa a.) része trigonometrikus uton is megoldhato, de a feladat akar
egy alkalmas koordinadtarendszerbe is attehetd. Célszerli néhany hasonlo
problémat megmutatni, ezzel is ravilagitva a geometria egyes teriiletei
kozotti kapesolatra, €s a koordinatageometriai modszer hasznalhatosa-
gara.

Emelt szinten az addicids tételeket, 0Osszetettebb trigonometrikus
egyenletek megoldasi modszereit is ismerni kell a didkoknak, ezek alkal-
mazasara is mutatunk néhany példat.

Feladat
Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!
cos2x +4sin’ x —5sin x —4 = 0 (Emelt szint{i érettségi 2006. februar.)

Példa

Igazolja, hogy ha egy haromszog szdgeire érvényes a

sina :sin f =cos(a +7):cos(B +y)

Osszefliggés, akkor a haromszog egyenld szari vagy derékszogii!
(Emelt szinti érettségi 2006. oktdber.)
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Megoldas
1) A feladat megoldasdhoz sziikséges eldzetes ismeretek: hdromszog
szogei és oldalai kozotti Osszefiiggések, szogfiiggvények ertelmezése,
addicios tételek, trigonometrikus egyenletek megolddsa.
Felhasznalva, hogy
cos(a + ;/) = cos(l 80°— ,B) =—cos [, illetve

cos(,B + ;/) =—cosa,

a feltétel szerint spa = cos ,

sinff —cosa
amibdl a sin 2a =sin 2 egyenlethez jutunk.
Ebbdl a = és a =90°— f adodik,

amelybdl kovetkezik az allitas.

2) A feladat megoldasahoz sziikséges elozetes ismeretek: szogfiigg-

venyek értelmezeése, szinusztétel, koszinusztétel, nevezetes szorzatok.
sihaa —cos

, sina_ —cosf

- = egyenletet alakitsuk at Gigy, hogy szégek helyett
sin S —cosa

az oldalak szerepeljenek.
A szinusz- és a koszinusztételbol:
A kapott egyenletet atrendezve:
cz(az—bz):a4—b4, 2bc
amibdl szorzatta alakitas utan a kdvetkezot kapjuk:
0=(a® —b*Ja® +b> —c*). Ebb8l kdvetkezik az allitas.

Végezetiil nézziink meg egy paraboldval kapcsolatos feladatot! A pa-
rabolaval, mint nevezetes ponthalmazzal mar 9. évfolyamon, a masodfoka
fliggvény grafikonjaval 10. évfolyamon talalkoznak didkjaink, igy az y-
tengellyel parhuzamos tengelyli parabola egyenletével is foglalkozunk
mar akkor. A derivalas ismeretében pedig felirhatjuk adott pontbeli érin-
tdjének egyenletét.

Feladat

Adott a valos szamok halmazan értelmezett

xo 2x° —4x—6fliggvény.

a) Szamitsa ki a fliggvény zérushelyeit €s szdmitassal hatarozza meg a
fliggvény minimumanak helyét és értékeét!
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b) Abrazolja a fiiggvényt a [-2;4] intervallumon!
c¢) Hatarozza meg az y = 2x” — 4x — 6 egyenleti parabola fokuszpont-

janak koordinatait! (Emelt szintli érettségi 2009. majus.)

Felhasznalt és ajanlott irodalom

Hortobagyi I., Marosvari P., Palmay L., Posfai P., Siposs A. & Vancsé O.
(2003): Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I, 11. Pilis-
csaba: Konsept-H Kiado.

Bartha, G., Bogdan, Z., Durd, L-n¢é, dr. Gyapjas, F-né, Hack, F., dr. Kan-
tor, S-né & dr. Koranyi,E. (2002): Matematikai feladatgyiijtemény I1.
Budapest: Nemzeti Tankonyvkiado.

Feladatsorok az emelt szintii irasbeli érettségi vizsgakon: http://www.
oktatas.hu/kozneveles/erettsegi/feladatsorok vizsgatargyankent/!DARI
_ErettsegiFeladatsorok/oh.php?id=erett ut reszlet (2015.02.25.)
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4.3. Kapcsolodasi pontok a kombinatorikai, a statisztikai és a valo-
szintliségszamitasi feladatokban

A statisztika témakor bevezetésekor beszéliink a statisztikai adatok
gyljtésérol, rendszerezésérdl, kiilonbozdé abrazolasairdl. Példdkat muta-
tunk az adathalmazok kiilonb6z6 szemléltetési modjaira. Elvarjuk a dia-
koktol, hogy tudjanak adathalmazt tdblazatba rendezni, tablazattal meg-
adott adatokat feldolgozni, tudjanak kordiagramot, oszlopdiagramot, sza-
lag-, vonaldiagramot késziteni, adott diagramrol informéciot kiolvasni.
Ismerniiik €s hasznalniuk kell a gyakorisagi diagram, gyakorisag, relativ
gyakorisag fogalmat, érteni a véletlenszeri mintavétel fogalmat. Tanitjuk
a statisztikai jellemzoket: kozépértékeket és szorodasi mutatdkat. Az
aritmetikai atlag, a modusz, a median, a terjedelem, az atlagos abszolut
eltérés, a szords ismerete €és kiszdmitdsa mar kozépszinten is kovetel-
mény. A kozépszintli feladatsorokban leginkabb az adathalmazok &bra-
zolasat, azokrol informacidk leolvasasat €s a kozépértékek alkalmazésat
kérik szamon. Emelt szintli érettségi sorokban tipikus feladatnak tekint-
heték azok, amelyekben egyszeribb tablazatok hidnyzo értékeit kell ki-
szamolni, diagramokr6l adatokat meghatarozni vagy Osszetettebb tabla-
zatot értelmezni.

Mig kozépszinten elegendd, ha a vizsgdzo a felsorolt adatokbol ki
tudja szamolni a statisztikai mutatokat, emelt szinten fontos, hogy tiszta-
ban legyen a fogalom értelmezésével.

Feladat
Egy 6nkormanyzatnal 220 dolgozo bruttd bére augusztus honapban az
alabbi tablazat szerint alakult:

bér (ezer forintban) 68 108 154 184 225
dolgozdk szama 25 65 70 44 16

1. tablazat

Mennyi az augusztusi brutté bérek atlaga és szordsa? Szeptemberben
minden dolgozo bruttd bére 2500 Ft-tal n6. Hogyan véltozik a bruttd bé-
rek szorasa? (Emelt szintti érettségi 2007. majus.)
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Megjegyzés

A fenti feladat a szoras fogalmanak megértését is méri, hiszen az utob-
bi kérdés megvalaszolasdhoz nem szilikséges tjabb hosszas szdmitast vé-
gezni, az adatok eloszlasa az atlag koriil, ezzel egyiitt az adatsor szérdsa
nem valtozik. A széras-szamitas az utobbi években mar (elvétve) a ko-
zépszintll feladatok kozott is eléfordul, de a tobbi szorodasi mutatd ki-
szamitasat ritkdbban kérdezik. Nem hanyagolhatjuk el ezek gyakorlasat
sem, emelt szinten lathatunk példat az atlagtol valo atlagos abszolut elté-
rés kiszamitasanak szamonkérésére.

A valdszinliség-szamitas bevezetését a véletlen tomegjelenségek vizs-
galataval inditjuk. Bevezetjiik az esemény fogalmat, majd értelmezziik az
események gyakorisagat, relativ gyakorisagat. Ezek a fogalmak mar a
statisztikdbol ismertek. A valdszinliség fogalmanak kialakitasat kezdhet-
jik tapasztalati uton: érme- vagy kockadobasos kisérletek kiilonbozd ki-
meneteleit vizsgalva. Nagyon egyszerl kisérlet példaul két érme feldoba-
sanal a két fej, két iras, egy fej-egy irds esetek vizsgalata, ¢és tanulsagos is,
mert megvilagitja az esemény ¢€s elemi esemény fogalma kozotti kiilonb-
séget. Egyszerli kockadobdsos vagy kartyahuzasos kisérletek segithetik az
eseményekkel végzett miiveletek megértését. Bar az események Osszegé-
nek, kiilonbségének, ellentettjének fogalmat ismerni és alkalmazni csak
emelt szinten kdvetelmény, e fogalmak kozépszinten is kezelhetdk, kiilo-
nosen a halmazelméleti analogidk felhasznalasdval. A valoszinliség fo-
galmanak szemléletes megkozelitése a relativ gyakorisagon alapul. Az
elvégzett kisérletek, esetleg szamitdogépes szimuldciok tapasztalatainak
0sszegzéseként adodik, hogy egy adott esemény valdszinlisége az az ér-
ték, amely koriil az esemény relativ gyakorisaga ingadozik.

A statisztika és a valdszinliségszamitas kapcsolatara ravilagithatunk az
alabbi példakkal.

Példa

Két szabalyos dobokockaval dobva feljegyezziik a dobott pontok 0sz-
szegét. 2000 dobasra vonatkoz6 adatainkat tartalmazza a kovetkezo tabla-
zat:
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pontok
0sszege

gyakorisag | 60 | 102 | 169 | 227 | 279 | 344 | 248 | 226 | 161 | 131 | 53

2. tablazat

Készitsen diagramot, mely a dobott pontdsszegek relativ gyakorisagat
abrazolja! Készitsen diagramot, mely a dobott pontok Gsszegének valo-
szinliségét abrazolja! (Hortobagyi I. et al. 2003: 100.)

Megoldas
Két kockaval dobott pontok 6sszege

0,2

0,15

0,1
ST

m | 0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m relativ gyakorisag valdszintliség
5. abra

A dobott szamok 0sszegeként értelmezett valoszinliségi valtozonak az
elméletileg szamolt eloszlasat Osszevethetjiik a kisérletekbdl adodo sta-
tisztikai adatainkkal, abrazolhatjuk ¢és 6sszevethetjiik a dobott pontok 6sz-
szegének relativ gyakorisagat és a valosziniiségét (az eloszlasfiiggvényt).

A statisztikdbol mar jol ismert atlag fogalmanak hasznalata segitheti a
valoszinliségi valtozo varhato értékének megértését, illetve ramutathatunk
a statisztikdban tanult szoras €és a valosziniiségi valtozd szorasanak ki-
szamitasa kozotti parhuzamra.

Példa
Szamitsuk ki az el6z6 példaban a dobott pontok Osszegének atlagat!
Mennyi a dobott pontok 6sszegének varhato értéke?
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Megoldas

Altalanosan: a pontok 6sszegének lehetséges értékeit

X, X, ,...x, -nel, gyakorisagukat k,, k, ,...k, -nel jelolve,
m _ m k )

ahol Zki =n az atlaguk: x = zl—xl

1

T~ n
) k, . L i 1
A dobott pontdsszegek — relativ gyakorisagai az n novelésével a p,
n
elméleti valosziniiség koriil ingadoznak. Ebbdl kdvetkezik, hogy az atlag
az p,x, értéket kozeliti, ami a varhato érték.
1

A valoszinliségszamitasi feladatok zomében a Laplace-modellt hasz-
naljuk, azaz a valoszinliség kiszdmitdsanak kombinatorikai modszerét. A
tanulok altal jol ismert a ,kedvezd/Osszes” képlet, de az emelt szinten
érettségizOknek tudniuk kell, hogy ez a modell bizonyos feltételek mellett
alkalmazhato. A kedvezd €s az Gsszes eset kiszamitasa altalaban kombi-
natorikai eszkozoket igényel, ezért a valOszinliségszamitasi feladatok
megoldasdhoz a kombinatorikai ismeretek és modszerek begyakorlasa,
elmélyitése elengedhetetlen.

Erdemes a kombinatorikai modszereket rendszerezni, ebben megfeleld
kérdések nyujthatnak irdnymutatast: Szadmit-e a sorrend? Haszndlunk-e
minden elemet? (Csak sorbarendezés vagy sorbarendezés €s kivalasztas?)
Szerepelhet-e ugyanaz az elem tobbszor is? A kérdések alapjan akar tab-
lazatba rendezhetdk, igy jobban attekintheték az ismétlés nélkiili és az
ismétléses permutaciok, varidciok, kombinaciok.

Példa

Adott az A = {0; 1; 2; 3; 4; 5} halmaz. a.) Adja meg az A halmaz ha-
romelemii részhalmazainak a szdmat! b.) Az A halmaz elemeibdl hany
olyan ottel oszthato hatjegyli szam irhat6 fel, amelyben a szamjegyek nem
ismétlddhetnek? c.) Az A halmaz elemeibdl hany olyan hatjegyli szam
irhat6 fel, amely legalabb egy egyest tartalmaz? (emelt szinti érettségi
2009. majus)

Megjegyzés
A fenti példaban alapvetd kombinatorikai feladattipusok fordulnak eld:

az a.) részben kombindcioval, a b.) részben ismétlés nélkiili permutécio-
val, a ¢) részben ismétléses variacioval szamolhatunk. A feladat c.) kérde-
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sének megvalaszolasat lényegesen leegyszerlisiti, ha az Osszes eset sza-
mabol vonjuk ki a szdmunkra kedvezdtlen esetek szamat. A komplemen-
ter leszamldlds mddszere a kombinatorikai €s a valoszinliség-szamitasi
feladatokban is jol hasznalhato eszkoz. Erdemes a médszer bemutatasa
elott a kitlizott feladatnak egy hosszabb megoldéasi modjat is végignézni,
hogy vilagossa valjék e modszer eldnye.

Példa

Egy korvonalon felvettiink 6t pontot, és behuztuk az altaluk meghata-
rozott 10 hurt. Jelolje a pontokat pozitiv koriiljarasi iranyban rendre A, B,
C, D ¢s E. A 10 hur mindegyikét kiszinezziik egy-egy szinnel, pirosra,
vagy sargara, vagy zOldre. Hany olyan szinezés van, amelyben mindha-
rom szin eldfordul? (emelt szintl érettségi 2013. oktdber)

Megoldas

1) Felsorolhatjuk a piros, sarga, zold ¢élek szamat megad6 szamhéarma-
sokat. Mivel a hurokat (végpontjaik szerint) megkiilonboztetjiik, az
egyes eseteknek megfeleld (ismétléses) permuticiok szamat kell
meghatarozni, majd 6sszeadni.

2) Az Osszes eset szamabol levonjuk a szamunkra nem megfeleld ese-
tek szamat. Osszesen 310-féle szinezés lehetséges. Ha csak két adott
szint hasznalnank, 2!0-féle szinezés lenne, de a két szint 3-féle mo-
don valaszthatjuk ki, ezért ezt a szdmot 3-mal szorozni kell. Bele-
szamoltuk ezekbe az esetekbe — 0sszesen haromszor — azokat a szi-
nezéseket, amelyeknél csak egy szint hasznalunk. Igy a végsé meg-
oldas a logikai szita elve alapjan: 310 —3-210 4 3.

A kombinatorikaban €s a valoszinliség-szamitdsban is sokszor gondot
okoz, hogy az egyes lehetdségek szdmat mikor kell szorozni, illetve mi-
kor 6sszeadni. Célszerti a logikdbol ismert ,,vagy”, illetve ,, és” miiveletre
hivatkozni: ha az 4 eset n-féleképpen, egy masik, az el6z6tdl fiiggetlen B
eset k-féleképpen valosulhat meg, akkor az ,,4 és B” eset egyiittesen n -k,
az ,,vagy A vagy B” eset egyiittesen n+k féleképpen fordulhat eld.

Példa

Adott két parhuzamos egyenes, e ¢s f. Kijeloliink e-n 5, f-en pedig 4
kiilonb6zd pontot.

a) Hany (e-t6l és f-tdl is kiillonbdzd) egyenest hataroz meg ez a 9 pont?
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b) Hany olyan haromszog van, amelynek mindharom csicsa a meg-
adott 9 pont koziil kertil ki?

c¢) Hany olyan négyszdg van, amelynek mindegyik csiucsa a megadott 9
pont koziil keriil ki? (emelt szintli érettségi 2012. oktdber)

Megoldas

a) Az e egyenes barmely pontja az f egyenes barmely pontjaval 6ssze-
kotve megad egy ujabb egyenest, igy a megoldas: 5-4 =20.

b) Két lehetdség van: az e egyenesrdl valasztunk két csticspontot és az
f-r6l egyet, vagy az e-r6l egyet és az f-rdl kettdt, tehat a haromszo-

5 4
gek szama: 4+5- =170.
2 2
5) (4 ) , ..
C) ) . ) =60 ilyen négyszdg van.

A valdsziniiség tapasztalati fogalmanak elmélyitést kdvetden emelt
szinten az axiomatikus megkdzelitést is célszerli megbeszélni a didkokkal.
A definici6 alapjan sort kerithetlink a valdsziniiség tulajdonsagainak le-
vezetésére, ezeket alkalmazhatjuk a feladatmegoldasokban.

Példa

A ,bergengoc” lottoban kétszer huznak egy jatéknapon. Bandi egy
szelvénnyel jatszik, tehat az adott jatéknapon mindkét huzasnal nyerhet
ugyanazzal a szelvénnyel. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy egy
adott jatéknapon Bandinak legalabb egy telitalalata lesz, ha p annak a
valdszinlisége (0 < p < 1), hogy egy szelvényen, egy hliizas esetén telita-
lalata lesz? (Emelt szinti érettségi 2010. oktober.)

Megoldas

crer

kez6 tulajdonsagat tanitjuk:

P(A4+B)=P(4)+P(B)-P(4-B).

Ez alapjan a kérdésre a valaszunk: p+ p—p° =2p—p>.

A keresett valoszinliséget harom, egymast kizardé esemény 0sszegének
valoszinliségeként is kaphatjuk, felhaszndlva a komplementer esemény
valdszinliségére vonatkoz6 tulajdonsagot: az elsd huzasnal nyer és a ma-
sodiknal nem, vagy az elsénél nem nyer és a masodiknal nyer, vagy mind-
kettén nyer. Igy a keresett valoszintiség:
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p(=p)+(1-p)p+p* =2p-p_.

Feladat

Hét szabalyos pénzérmét egyszerre feldobtunk, és feljegyeztiik a fejek

és frasok szadmat.

a) Mekkora a valdszintisége, hogy tobb fejet dobtunk, mint irast?

b) Mekkora annak a valoszinlisége, hogy a fejek ¢€s irasok szdmanak
kiilonbsége nagyobb haromnal? (Emelt szintii érettségi 2006. okto-
ber.)

Megjegyzés

A pénzérme dobas tipusfeladat, amelyben variaciok szamat kell meg-
hataroznunk, illetve bizonyos feltételeket kielégitd eseteket dsszeszamol-
ni. A feladata.) részének megoldasa lényegesen lerdvidithetd, ha felhasz-
naljuk a fej-iras dobasok szdmanak szimmetriajat (szimmetria elv).

A statisztika témakorre visszautalhatunk a valoszinliség-szamitéds tani-
tasakor a mintavétellel kapcsolatos problémaknal. Az emelt szintli érett-
ségin kitlizott feladatok kozott a hipergeometrikus és a binomidlis elosz-
lds alkalmazasara is talalunk példakat. E feladatok nagy része tisztdn
kombinatorikus megfontolasok alapjan is megoldhato, de a didkoknak se-
gitséget jelenthet a megfeleld képlet ismerete. Gyakran problémat okoz a
tanuloknak, hogy milyen eloszlassal kell szamolni. Ha a feladat szovege
nem utal arra, hogy visszatevés nélkiili vagy visszatevéses mintavételrdl
van sz0, akkor altalanosan annyit mondhatunk, hogy amennyiben az 6sz-
szes elem szamat ismerjiik, akkor a hipergeometrikus, ha a vizsgalt tulaj-
donsag eléfordulasanak valoszinliségét, akkor a binomidlis eloszlast érde-
mes hasznalni.

Feladat
Két kdzvélemény-kutatd cég mérte fel a felndttek dohanyzasi szokasa-
it. Az egyik cég a véletlenszerlien valasztott 800 f0s mintaban 255 rend-
szeres dohanyost talalt, a masik egy hasonldéan véletlenszeriien valasztott
2000 fés mintaban 680-at.
a) Adja meg mindkét mintdban a dohanyosok relativ gyakorisagat!
b) Szamitsa ki annak a valdszintiségét, hogy ha a fenti 2000 f6s minta-
bol véletlenszertien kivalasztunk 3 fot, akkor éppen 1 dohdnyos van
kozottiik!
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c) Tegyiik fel, hogy a lakossadg 34%-a dohanyos. Szdmolja ki annak a
valoszinliségét, hogy az orszagban 10 taldlomra kivalasztott felndtt
koziil egy sem dohdnyos! (Emelt szintli érettségi 2007. majus.)

A kovetkezd Osszetett feladat megolddsaban a komplementerrel valo
szamolas modszere, a hipergeometrikus €s a binomialis eloszlas mellett a
feltételes valosziniiség, a teljes valoszinliség tétele €s a Bayes-tétel alkal-
mazasa is gyakorolhato.

Feladat

Egy rendezvényre késziilodve 50 poharat tesznek ki egy asztalra. A

poharak kozott 5 olyan van, amelyik hibas, mert csorba a széle.

a) Az egyik felszolgalo az asztalrol elvesz 10 poharat, és ezekbe tidito-
italt tolt. Szamitsa ki annak a valoszintiségét, hogy legfeljebb 1 csor-
ba sz¢lii lesz a 10 pohar k6zott! A poharakat eldallité gyarban két
gépsoron késziilnek a poharak, amelyek kiilsére mind egyformak.
Az els6é gépsoron gyartott poharak 10%-a selejtes.

b) Szamitsa ki annak a valdszinliségét, hogy az elsd gépsoron gyartott
poharak koziil 15-6t véletlenszerlien, visszatevéssel kivalasztva ko-
zOttiik pontosan 2 lesz selejtes! A masodik gépsoron késziilt poha-
rak 4%-a selejtes. Az 0sszes pohar 60%-at az elsé gépsoron, 40%-at
a masodik gépsoron gyartjak, az elkésziilt poharakat 6sszekeverik.

c) Az elkésziilt poharak koziil véletlenszerlien kivalasztunk egyet €s
azt tapasztaljuk, hogy az selejtes. Mekkora annak a valosziniisége,
hogy ez a pohdr az elsd gépsoron késziilt? (Emelt szintii érettségi
2012. majus.)

Felhasznalt és ajanlott irodalom

Hortobagyi I., Marosvari P., Palmay L., Posfai P., Siposs A. & Vancsé O.
(2003): Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I, 1I. Pilis-
csaba: Konsept-H Kiado.

Feladatsorok az emelt szintii irasbeli érettségi vizsgakon: http://www.
oktatas.hu/kozneveles/erettsegi/feladatsorok vizsgatargyankent/!DARI
_ErettsegiFeladatsorok/oh.php?id=erett ut reszlet (2015.02.25.)
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4.4. Az analizis elemeinek bevezetéséhez kapcsolodo elozetes
ismeretek

Az emelt szintli érettségi vizsgakovetelményei kozott a fliggvények
témakorben megjelennek az analizis olyan fogalmai, Osszefliggései,
amelyeket a kozépiskolaban csak matematika fakultacion vagy tagozaton
tanitunk. Ezek az ismeretek meglehetdsen fontosak a felséfoku tanulma-
nyok megalapozasa miatt, és hangstlyosan eléfordulnak az emelt szintii
irasbeli érettségi feladatsorokban.

A sorozatok és fliggvények hatarértékével, a differencialszamitassal, az
integralszamitassal csak az utolsd két évfolyamon van lehetdségiink foglal-
kozni, amint erre mar korabban is utaltunk. Am ezeknek az ismereteknek az
elokészitése folyamatosan torténhet, egészen a 9. évfolyam elejétdl kezdve.

4.4.1. Fiiggvénytani alapfogalmak bevezetése

Emelt szinten a vizsgazonak tudnia kell az alapvetdé fliggvénytani fo-
si, szemléltetési modjainak ismerete 9. évfolyamon elvarhat6 a didkoktol;
a fliggvényjellemzdk definidlasat a fokozatos bevezetésiikkel egyiitt sza-
mon kérhetjiik. Erdemes a fiiggvénytani alapfogalmak elmélyitésére, a
jelolések hasznalatara tobb 1dot forditani, mert ezaltal olyan fogalmak
kialakitasa valik konnyebbé, mint a fliggvény inverze vagy az Osszetett
fliggvény.

A hozzarendelések megadéasanak kiilonbozé modjait valasztva (kép-
lettel megadott szabaly, tablazat, grafikon, nyildiagram, Venn-diagram,
rendezett parok) célszerli megvizsgéalni, hogy az adott hozzarendelés
fliggvény-e, kolcsondsen egyértelmii-e, sorozat-e; fliggvény esetén meg-
hatarozni az értékkészletet, a megadottol kiilonb6z6 mdédon szemléltetni a
hozzarendelést. Felhasznalhatjuk az ilyen tipust feladatokat az induktiv
gondolkodas fejlesztésére, ha ugy adjuk meg a hozzarendelést, hogy a
tanuldoknak kell kitaladlni a szabalyat. A kiilonbozé abrazolasi médok se-
githetnek rogziteni az értelmezési tartomany, valtozo, értékkészlet, fligg-
vényérték fogalmakat, és megérteni a fliggvények lesziikitésének és ki-
terjesztésének fogalmat.

Nagyon egyszerlien és szemléletesen vezethetd be a fliggvény, mint
egyértelmll hozzarendelés, Venn-diagramon val6d 4brazoldssal. A hozza-
rendelés iranyanak megforditasaval szemléletessé €s érthetdvé tehetjiik a
kolesondsen egyértelmii hozzarendelés fogalmat is. fgy erre a fogalomra
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mar meglévd ismeretként utalhatunk vissza, amikor az egyes fliggvényti-
pusok megismerésekor szoba keriil az inverz fliggvény fogalma. Erre mar
9. évfolyamon is sort kerithetiink a négyzetgyokfiiggvény és a masodfoku
fliggvény kapcsolatanak vizsgalataval, majd folytathatjuk 10. évfolyamon
a hatvany- és gyokfiiggvények, 11. évfolyamon az exponencialis és loga-
ritmusfiiggvények tanitdsakor. Természetesen minden esetben érdemes az
inverzfliggvények grafikonja kozotti kapcsolatot is megbeszélni.

A Venn-diagram hasznélata megkonnyitheti a — differencidlszamitas
témakdrben is megjelend — Osszetett fliggvény fogalmanak megértését is.
Koénnyebben megjegyezhetd, mit tekintiink kiilsd, illetve belsé fiiggvény-
nek, mint ahogyan az is, hogy éaltaldban nem mindegy, milyen sorrendben
képezziik az Osszetett fliggvényt. Ezzel a fogalommal még a differencial-
szamitas elott, a geometria témakorben is talalkoznak tanitvanyaink, a
geometriai transzformaciok szorzatdnak tanulasakor.

A kovetkezd emelt szintli érettségi feladattal nemcsak az odsszetett
fliggvényeket gyakorolhatjuk, hanem az intervallumon értelmezett fligg-
vény példa lehet a fiiggvények lesziikitésére.

Példa
Abrazolja fliggvény-transzformaciok segitségével a [-3; 4] intervallu-
mon az

xo x> — 2|x| -3

hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt! Legyen az f, g és h
fliggvények értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, hozzaren-
delési szabalyuk:

fx)=x*-2x-3, g(x)=x-3, h(x) =y

Képezziink egyszeresen Osszetett fliggvényeket a szokdsos moddon.
Példéaul

(g0 =g(f(x)= (" ~2x=3)=3=x" -2x-6.

Készitse el — a fenti példanak megfeleléen — az f, g és h fliggvényekbol
pontosan két kiilonboz6 felhasznalasaval képezhetd egyszeresen Gsszetett

figgvényeket! Sorolja fel valamennyit! Keressen példat olyan p és ¢, a
valos szamok halmazan értelmezett fliggvényre, amelyre

(p ot)(x) = (t op)(x) !
Adja meg a p és a t fliggvény hozzarendelési szabalyat! (Emelt szintli
érettségi 2006. majus.)
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4.4.2. Fiiggvénytipusok, fiiggvények abrazolasa

Az emelt szinten érettségizoknek biztos tudassal kell rendelkezniiik az
alapvetd fliggvényekrdl: a hozzarendelési szabaly alapjan felismerni, mi-
lyen tipusu fliggvényrél van szo, abrazolni, ¢és forditva: grafikonjukrol
leolvasni a szabalyukat.

A linedris fliggvények vizsgalatanal vetddik fel eldszor az egyenes me-
redekségének fogalma, amelyet azutan a koordinatageometriaban is hasz-
nalunk, majd a differencialszdmitdsban az érintd egyenletének felirasat
1gényld feladatokban tudunk alkalmazni.

A fluggvények abrazolasdhoz tobbnyire a fliggvénytranszformaciokat
hasznaljuk fel. A transzformaciok alkalmazasa gyakran csak a hozzéren-
delési szabaly algebrai atalakitasat kovetden lehetséges.

Példa
Abrazoljuk a kovetkezo fliggvények grafikonjat!
f(x)= 2x+3 g(x)=—x>+6x-5
x+1
h)=|x+1-2] i) =|x+3+]x -1

A fliggvénytranszformaciokrol tanultakra tdmaszkodhatunk az integ-
ralszamitas témakorben a két fliggvénygorbe altal kozrefogott tertilet ki-
szamitasanal.

Példa

Szamitsuk ki az f(x)=x és az g(x)=x" -2 fliggvények grafikonja
altal kozrezart sikidom tertiletét!
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Megjegyzés
A hatarozott integral geometriai jelentését felhasznalva az I. dbra je-
l61éseivel:

2 2
If(x)dxz—T]+T3+T4 €s J.g(x)dx=—T1—T2+T4 =
_ -1
] 2 2
T, +T, = | f(x)dx - [ g(x)dx,
-1 -1

2
azaz a kOzrezart teriilet: 7, + 75 = _[ f(x)—g(x)dx.

-1
A problémat az okozza, hogy az integral értéke a fliggvénygorbe alatti,
illetve feletti teriilet mérészdmat eléjelesen adja meg. Konnyen belathato,
hogy mindkét gorbét ugyanannyival feljebb tolva az y-tengely mentén, a
kozrezart teriilet nem valtozik meg, mik6zben mindkét fliggvény szabalya
egyforman valtozik: ugyanazzal a konstanssal noveltiik. Igy a kozrezart
tertiletre felirt utols6 képlet mindig igaz.

4.4.3. Fiiggvényvizsgalat

A figgvények jellemzési szempontjai koziil az értelmezési tartomany,
értékkészlet, zérushely, menet, sz¢élséérték fogalmaval 9. évfolyamon is
foglalkozunk. Mar ekkor beszélhetiink a lokalis szélsdérték fogalmarol,
amit grafikonok vizsgélataval konnyen megértenek a tanitvanyaink. A ko-
vetkezd évfolyamon a trigonometrikus fliggvények adnak alkalmat a kor-
latossag, paritas, periodicitds fogalméanak bevezetésére. Fakultacidos ora-
kon érdemes né¢hany kevésbé kézenfekvd példaval elmélyiteni ezeket a
fogalmakat.

Példa
Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat!

f(x) = Jlog,5(x* —4) g(x) = lg(2cos x—+/2)

Megjegyzés

Az els6 példaban egy masodfoku és egy logaritmikus egyenl6tlenség
megoldashalmazanak metszete, a masodikban egy trigonometrikus egyen-
16tlenség megoldasa adja meg az értelmezési tartomanyt. Mindkét kifeje-
z¢&s egy tobbszordsen Osszetett fliggvény, a differencidlhdnyados kiszami-
tasanak gyakorlasara is alkalmasak lehetnek.
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Példa
Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd fiiggvények grafikonja hol metszi a
tengelyeket!

f(x)=x-cosx g(x)=x"-9x

Megjegyzés

A grafikonok abrazolasa nem egyszeri, ezért célszerli szdmitéssal pro-
balkozni. Atismételhetjiik, hogy az f (xg) az x, helyen felvett fliggvényér-
teék, tehat f (0) megadja a grafikon y-tengellyel valé metszéspontjat. A
zérushely pedig az f (x) = 0 egyenlet megoldasa.

Példa
Jellemezziik az aldbbi fiiggvényeket a kovetkezd szempontok szerint:
sz¢lséérték, menet, korlatossag, paritéas, periodicitas!

1, ha x paros
S(x)=0 gx)= 0, haxeZ h(X) = {X} i(x) = sgn(sinx)

—1, ha x paratlan

Megjegyzés

A fenti példak kapcsan tobb dologra ravilagithatunk. Megbeszélhet;jiik,
hogy az abszolutszélsdértek létezése elegendd, de nem sziikséges feltétele
a(z egyik oldali) korlatossagnak; hogy a széls6értékét a fliggvény nem-
csak egy helyen veheti fel. Kitérhetiink a monotonitas értelmezésére (kii-
16nboz6 tankdnyvek eltérd definicidi). Bemutathatjuk,hogy a periodikus
fliggvénynek nem feltétleniil 1étezik peridodusa, illetve azt, hogy egy fligg-
vénynek megegyezhet a maximuma €és a minimuma, sot, lehet egyszerre
paros ¢€s paratlan. Szemléletesen vizsgéalhatjuk a folytonossagukat, még a
fogalom pontos definialasa elott.

A differencidlszamitasban lényeges tulajdonsag, a folytonossag szem-
Iéletes értelmezésére tamaszkodunk az irraciondlis kitevdjii hatvany fo-
galmanak értelmezése sordn is.

A folytonossag és a hatarérték fogalmanak bevezetésére alkalmasak a
tortfliggvények, az egészrész, a tortrész €s a szignumfiiggvények. Az
alabbi fiiggvényekkel a véges helyen vett véges, illetve végtelen hatarér-
tékre, a végtelenben vett véges €s végtelen hatarértékre mutathatunk pél-
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dakat. A j(x) fliggvény annak szemléltetésére alkalmas, hogy bizonyos
helyeken nincs hatarértéke a fliggvénynek.

Példa
Abrazoljuk a kovetkez6 fliggvényeket!
2
x =1 x+1 1 .
S(x)= , g(x)="F—, h(x)=, Jj(x)=sgn(2x’+3x-2)
x—1 x =1 |x

4.4.4. Sorozatok

A fuggvények hatarértékének egy lehetséges definicidja a sorozatok
hatarértékének fogalman alapul. Barmilyen sorrendben is vegyiik ezeket a
fejezeteket, érdemes utalni erre a kapcsolatra. A sorozatokat 6nalld feje-
zetként tanitjuk 12. évfolyamon. De a fliggvény fogalmanak, a fiiggvény-
tipusoknak a tanitdsa soran mar kordbban megbeszélhetjiik, hogy a soro-
zat is fliggvény, a linedris, majd az exponencialis fliggvényeknél utalha-
tunk a szdmtani €s mértani sorozatokra. A sorozatok, mint fliggvények
jellemzdi koziil a monotonitasra és a korlatossagra fokuszalunk, a pontos
also, illetve fels6 korlat meghatarozasa elokészitheti a konvergencia fo-
galmat. Késébb megvizsgaljuk ezeknek a tulajdonsdgoknak ¢és a hatarér-
téknek a kapcsolatat.

Példa

Igazolja, hogy a {3n 2
4n+1

} (ne N*) sorozat szigoran monoton csokke-

nod ¢€s korlatos! (Emelt szintli érettségi 2012. majus.)

A mértani sorozat dsszegképletének ismeretében és a ¢" sorozat hatar-
értékének vizsgalata utan levezethetjiik a mértani sor 6sszegére vonatkozo
képletet. A mértani sor 0sszegét nagyon egyszerli példakkal szemléltet-
hetjiik is, igy a végtelen fogalmat akar alsobb évesek szamara is kdzelebb
hozhatjuk.

Példa
Allapitsuk meg az abra segitségével az
_1 + 1 + 1 +o+ 1 +... végtelen 0sszeg értekét!
4 16 64 8
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o

7. abra

4.4.5. Az analizis elemeinek megalapozasa mas témakorokben

A differencial- és integralszamitas bevezetését elsdsorban a fliggvény-
tani ismeretek atismétlésével célszerli kezdeni. A kozépiskolai tanulma-
nyok soran azonban szdmos olyan teriilet van, amely e téma feldolgoza-
sat, megértését megalapozhatja. A teljesség igénye nélkiil néhany tovabbi
példa: egyenletek megoldasanak mddszerei (zérushelyek kiszamitasa),
végtelen nem szakaszos tizedestortek (végtelen mértani sor Osszege),
egyenes egyenlete (érintd felirdsa), elsd n négyzetszdm Osszege (a para-
bolikus hadromszog teriiletének kiszamitdsahoz — hatarozott integral fo-
galma), nevezetes szorzatok (algebrai tortkifejezéssel megadott sorozat,
fliggvény hatarértékének kiszamitasa, hatvanyfiiggvény derivaltjanak le-
vezetése).

A differencidlszamités alkalmazéasainak egyik {0 teriilete a szélséérték-
feladatok megoldésa. Ilyen feladatokkal el6szor 10. évfolyamon talalkoz-
nak a tanulok: a nevezetes kozepek felhasznalasaval, illetve masodfokt
figgvények vizsgélataval megoldhaté példak formajaban. E feladatok
nehézségét altaldban az adja, hogy fel kell ismerni, mi a vizsgalando tu-
lajdonsag, majd — mivel ezt altalaban tobb valtozoval tudjuk leirni — meg
kell taldlni azt az Osszefliggést, amely segitségével egyvaltozos fligg-
vényként irhaté fel. Ha ezeket a Iépéseket megtanuljak €és gyakorlatot
szereznek benne tanuldink, akkor mar csak a kapott fliggvény szélséérté-
két kell meghatarozniuk, amelyhez kivalo eszkozt ad keziikbe a differen-
cialszamitas.
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5. A bizonyitas tanitisanak kérdései

BALLA Eva

5.1. Bizonyitasok tanitasanak sziikségessége és lehetésége matema-
tika oran

A kétszintli érettségi rendszer bevezetése elott az irasbeli érettségi
vizsga feladatsoraban minden évben kitliztek egy elméleti kérdést, tobb-
nyire egy kozépiskoldban tanult tétel bizonyitasat. A kétszintli érettségi
bevezetésével a kozépszintli kdvetelmények kdzott mar nem szerepel bi-
zonyitas, ez csak emelt szinten kovetelmény. A részletes €rettségi vizsga-
kovetelmények meghatarozzak, mely tételek bizonyitasa elvart egy emelt
szinten érettségizd tanulotol, de az irasbeli vizsgan nincs ilyen feladat; a
kiadott szdbeli tételsor alapjan pedig a vizsgazd maga késziil fel az adott
témabol, onalloan donti el, hogyan épiti fel az adott témakort, és ebben
mely tétel vagy tételek bizonyitasat ismerteti. Sziikség van-e hat matema-
tika oran (alapdran) a tételek bizonyitasanak megbeszélésére vagy a fel-
szabadulo 1d6t hasznaljuk inkabb az alkalmazasok ismertetésére, felada-
tok begyakorlasara?

Az érvényben levo matematika kerettanterv szerint (2014: 3):

., A matematika oktatasa elképzelhetetlen allitasok, tételek tanitasa nél-
kiil. Hogy a tananyagban szereplo tételek belattatasa soran milyen elfo-
gadott igazsagokbol indulunk ki, s mennyire részleteziink egy bizonyitast,
nagymeértékben fiigg az allitas sulyatol, a csoport befogado képességétol,
a rendelkezésre allo idotol, stb. Ami fontos, az a bizonyitas irdnti igény
felkeltése, a logikai levezetés sziikségességének megértetése. ... A fejlesz-
tési cél elerése szempontjabol — egy adott tanuloi kozosség szamdra —
nem feltétleniil a tantervben szereplo (nevesitett) tételek a legalkalmasab-
bak a bizonyitas bemutatasara, gyakorlasara.”
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mis allitasok)

Példa

13

1. abra

A Fibonacci-szdmok felhasznélasaval alkotott haromszogek és trapézok
mas elrendezésben kiilonbozo teriiletii téglalapokat adnak. Hol a hiba?

Megoldas

Az 1. abran a szinessel jelolt trapéz és haromszog egy-egy oldala csak

latszdlag esik egy egyenesbe. Hogyan igazolhat6 ez az allitas?

1) Trigonometria felhasznalasaval: pl. a trapéz tompaszdgének és a ha-
romszdg nagyobbik hegyesszogének kiszamitasaval. (Osszegiik nem
180°.)

2) Koordinatageometria felhasznaldsaval (a linearis fiiggvények téma-
ban is alkalmazhat6): a két egyenes meredeksége kiilonbozik.

Megjegyzés
Ismert optikai illuziok is alkalmasak az érdeklddés felébresztésére, €s
annak megmutatasara, hogy ne mindig higgyiink a szemiinknek.

5.1.2. Bizonyitas kiilonb6z6 szinteken

A tanitds soran figyelniink kell arra, hogy a matematikai tartalom ne
vesszen el a formalizmusra koncentralas kdzben. A bizonyitasok tanitdsa-
kor a gondolkodasi folyamat fontosabb a szimbdlumok alkalmazdsanal.
Alsébb évfolyamokon a bizonyitas mindig egy konkrét cselekvésbdl indul
ki, formalizmusra nincs sziikség. Késobb a konkrét példakat koveti az
altalanositas 1s. Fontos, hogy minden lépés matematikailag korrekt legyen
(a megfeleld szinten), igy a konkrét cselekvés és a formalis matematikai
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bizonyitas egyes 1épései parhuzamba allithatok (a konkrét esetek az alta-
lanos esetet szemléltetik).

Példa

Hatarozzuk meg az els6 n természetes szam Gsszegét!

Megoldas

1) Szemléletesen: Tekintsiik az alabbi elrendezéseket:
[ I o I R
OO OO EHEE @
O 0Od OO0 E@E @
O0Oo0Od OO00O0@E &
O0O04dmn OO0domm:

2. abra

A 2. dbra bal oldali elrendezésében lathaté négyzetek szdma: 1 +2 + 3 +
4 + 5, ugyanez az 0sszeg a bal oldali 4brardl leolvasva: 1 +2 +3 +4+5
=(5-6)/2=15.

2) Konkrét példaval: 1 +2+3+4+5+6+7+8+9+ 10=S. A tagokat
parosithatjuk: S=10+9+8+7+6+5+4+3+2+ 1, igy a kétféle-
keépp felirt 6sszegben (az elsd €s az utolsd, a masodik és az utolso eldtti
stb.) parba allitott szamok 6sszege: 2S= 11+ 11+ 11 +...+11=10-
11 =110, ami a keresett 0sszeg kétszerese.

3) A szemléletes €és a konkrét példa soran csak olyan lépéseket hasznal-
tunk, amelyeket barmely természetes szam esetén el tudunk végezni.
fgy a bizonyitas gondolatmenete, ezzel az allitas is altalanosithaté:

S = n-(n+1)

2
Példa
Bori 1smétlodé mintakat potydg egy zsebszamologépbe: 378378,
634634, 772772. Elosztja ezeket az évszammal, 2002-vel, és mindegyik

esetben egész szamot kap eredményiil. Szerencsé€je volt? (Szendrei J.
2004: 144)
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Megoldas
Néhany probalkozds utan megfogalmazhatd a kovetkezd sejtés: az
olyan hatjegyli paros szamok, amelyeket egy haromjegyii paros szdm két-
szer egymas utan frasaval kapunk, oszthatok 2002-vel.
Bizonyitas:
1) Konkrét példa alapjan: A hatjegyli szam elsé harom jegyébdl all6 szam
felét megszorozva 2002-vel, ilyen tipust szorzasok végezheto el:
317 -2002
634
0
0

634
634634

Minden ilyen szorzas hasonld elrendezésii, tehat egy-egy, a fentiekben
leirt tulajdonsagti hatjegyli szdmot ad. Az Osszes ilyen hatjegyli szdm
eldallithato a megfeleld haromjegyl (kétjegyil) szam szorzasaval.

2) Absztraktabb modon, betiik hasznélataval:
A hatjegyli szdm legyen abcabc, az abc hdromjegyli paros szam fele
xyz alaku (ahol x lehet 0).

xyz - 2002
abc
0
0

abc

abcabc

3) Betlik és helyiértékes irasmdd hasznalataval:
abcabc =100000a +100006 +1000c +100a +10b + ¢ =100100a +100106 +1001¢
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Mivel c paros szamjegy, ezért irhato helyette 2k (k= 0; 1; 2; 3; 4), igy
abcabc =100100a +100105 + 2002k = 2002(50a +5b + k),
vagyis oszthat6 2002-vel.

5.1.3. Bizonyitasok tanitasa (kerettanterv), fejlesztési kovetelmények

— Kisérletezés, mddszeres probalkozas, sejtés, cafoldas megkiilon-
boztetése

— Gondolatmenet tagolasa

— Rendszerezés (érvek logikus sorrendje)

— Kovetkeztetés megitélése helyessége szerint

— Kidolgozott bizonyitas gondolatmenetének kovetése, megértése

— P¢ldak a hétkoznapi €letbdl helyes €s helyteleniil megfogalmazott
kovetkeztetésekre.

Kisérletezés, modszeres probalkozas, sejtés, cafolas.
Az ellenpélda szerepe
Feladat
Egy természetes szam pontosan akkor oszthato 6-tal, ha oszthatd 2-vel és
3-mal is. Igaz-e, hogy egy természetes szam pontosan akkor oszthato
a) 12-vel, ha oszthat6 3-mal és 4-gyel is,
b) 24-gyel, ha oszthat6 4-gyel és 6-tal is?
Feladat
Igaz-e, hogy a K = 3(n - 1)2 + 8 kifejezés eldallithatd harom természetes
szam négyzetének Osszegeként, ha n természetes szam?

Feladat
Igaz-e, hogy az n?> + n + 41 kifejezés mindig primszdmot ad meg, ha az n
természetes szam?

Gondolatmenet tagolasa

Példa
Soroljuk fel a magassagtétel bizonyitasanak Iépéseit!
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Megoldas

1. hasonlé haromszdogek keresése

2. hasonlésag indoklasa

3. hasonlosag felhasznaldsa: dsszetartozo aranyparok
4. egyenletrendezés

Rendszerezés (érvek logikus sorrendje)

Feladat

A 2 irraciondlis voltdra vonatkozé tétel bizonyitdsaban egymdas utan
kovetkezd allitdsok sorrendjét felcseréljiik, a feladat megtalalni a helyes
sorrendet.

Kovetkeztetés megitélése helyessége szerint. Példak a hétkoznapi
¢életbol helyes és helyteleniil megfogalmazott kovetkeztetésekre.

Feladat
Igazak-e az alabbi kovetkeztetések? (http://www.math.klte.hu/~kovacsa/
Logika.pdf)

a) Ha Béla minden elméleti tételt megtanul, és a beugrd gyakorlati sza-
mitast is megoldja, akkor sikeriil a vizsgédja. Béla minden tételt meg-
tanul, ¢s mégsem sikeriil a vizsga. Tehat Béla a beugrd gyakorlati
szamitast nem oldotta meg.

b) Ha cunami-riad6 van, akkor Kadlman nem megy strandolni. Kalman
nem megy strandolni. Tehat cunami-riado van.

Kidolgozott bizonyitas gondolatmenetének kovetése, megértése

A megértés gatjai lehetnek: hidnyzo alapismeretek, ,rejtett axiomak”,
elmarad a fogalom ,,héziasitasa”. ,Erdemes a bizonyitasokat sokkal ,,szaj-
ba ragosabba’ tenni, amikor a tanulok mar tiltakoznak ellene, akkor ér-
tek el a kovetkez6 szintre.” (Szendrei J. 2004: 141.)

Feladat

Mi a ,rejtett axioma” Pitagorasz tételének alabbi bizonyitasban?
(http://szamtan.ingyenweb.hu/keret.cgi?/szabalyok/szabalyok p/pitagorasz
_bizonyitas.htm)
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Tétel
A derékszoglh haromszog befogoira rajzolt négyzetek teriileteinek 0sszege
egyenld az atfogora rajzolt négyzet teriiletével: a’+ b’= ¢* (3. dbra).

cl

2 (b &

3. abra

Bizonyitas

Az a+b oldalu négyzetbe rajzoljuk be az o’ és b” teriiletli négyzeteket,
illetve a 4 db, eredetivel is egybevagod derékszogli haromszoget. Egy ma-
sik @ + b oldalu négyzetbe rajzoljuk be a 4 db, eredetivel is egybevago
derékszoglh haromszoget. (4. dbra)

b a

b b? b
52

a a
b a

4. abra

A beliil keletkezett négyszog biztosan rombusz, hiszen minden oldala ¢
hosszusagu. A derékszogii haromszog két hegyesszogének Osszege (a + S =)
90°. A rombusz csucsa mellett egy a és egy f sz0g taldlhato. Ezért a rom-
busz szoge csak y= 90%os lehet (a + f + y = 180°), és ez minden szogére
igaz, tehat ez a rombusz négyzet. Ezzel a tételt bizonyitottuk.
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5.2. Bizonyitasi mdédszerek bemutatasa és elemzése kiilonbozo té-
makorokhoz kapcesolodo példakon keresztiil

5.2.1. Direkt bizonyitasi modszer

Sémaja: feltétel + ismert igaz allitds felhasznalasa = kovetkezmény,
ugyanez ismétlddik, mig a bizonyitand6 allitast kapjuk.

Példak

1) Bizonyitsuk a Thalesz-tételt!

2) Vezessiik le a méasodfoku egyenlet megoldoképletét!

3) Igazoljuk a 9-cel oszthatosag szabalyat!

Megjegyzés

Konkrét példdkon keresztiil bemutathatd a gondolatmenet (példaul
konkrét egyenletet oldjunk meg teljes négyzetté kiegészitéssel). Ugyane-
zeket a Iépéseket kell hasznalni az altalanos bizonyitasban.

Példa
Igazoljuk, hogy az egész szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen
szamossagu halmaz!

Megjegyzés
Konstrukcios bizonyitast végziink: megadunk egy kolesondsen egyér-
telmii hozzarendelést N és Z kozott.

5.2.2. Indirekt bizonyitasi médszer

Sémadja: indirekt feltevés (az eredeti allitas hamis) + ismert igaz allitas
felhasznalasa — kovetkezmény, ugyanez ismétlodik, mig ellentmondasra
nem jutunk.

Az indirekt bizonyitasok logikai alapja, hogylmindig hamis, és
-mindig igaz.

Példak

1) Bizonyitsuk be, hogy a primszdmok szama végtelen!

2) Bizonyitsuk be a Pitagorasz-tétel megforditasat!

3) Bizonyitsuk be, hogy a \J2 irracionalis szam!

Példa
Bizonyitsuk be, hogy a log,5 irracionalis.
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Megoldas
Tegyiik fel, hogy log,5 racionalis, vagyis felirhato két egész szdm ha-
nyadosaként:

logZSZ%,ahol a,beZ".

A logaritmus definicidja szerint 2° =5.

Emeljiik mindkét oldalt a b-edik hatvanyra: 2¢ = 5.

A baloldal paros, a jobb oldal paratlan, nem lehetnek egyenlok. Az el-
lentmondas oka: az indirekt feltevés hamis.

Feladat

Egy 15-0s létszdmua versenyen mindenki minden ellenfelével egyszer
mérkdzik. Eddig 98 mérkdzést jatszottak le. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan résztvevd, aki mar befejezte a versenyt!

Megjegyzés

A fenti példakban az indirekt bizonyitasok modszere a reductio ad
absurdum; a bizonyitando allitas tagadasaval és helyes logikai kovetkez-
tetésekkel ellentmondéashoz jutunk. Az indirekt bizonyitasokhoz sorolhato
az elimindcio modszere is. Akkor alkalmazhatjuk, hogy ha egy allitds ma-
tematikai objektumok olyan halmazara vonatkozik, amely tobb részhal-
mazra bonthatd. Ha az allitas szerint az egyik részhalmaz elemei rendel-
keznek egy bizonyos tulajdonsaggal, ezt gy mutatjuk meg, hogy kizarjuk
a tobbi részhalmaz elemeit. (Mako Z. és TéglasiI. 2011)

Példa
Bizonyitsuk be a Thalesz-tétel megforditasat!

Megjegyzés

A bizonyitas elve lehet a kdovetkezd: ha egy pontbdl a kor atmérdje de-
rékszogben latszik, akkor a pont nem lehet a koron kiviil, nem lehet a
koron belil, tehat csak a koron lehet.

5.2.3. Teljes indukcids bizonyitasi modszer

Pozitiv egész szamoktdl fliggd allitdsok bizonyitdsara alkalmas mod-
szer. Sémaja: az allitds igazoldsa a legkisebb konkrét esetre + indukcios
feltevés + a tulajdonsag 6roklodésének bizonyitasa (ha az allitas igaz n-re,
akkor igaz n+1-re is).
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A teljes indukcios bizonyitas hasznalhato pl. negativ egészek, egészek,
paros természetes szamok halmazéara vonatkozo allitasok esetében is. A
modszert leggyakrabban a kovetkezd feladatokban alkalmazzuk: osztha-
tosagi allitasok bizonyitasa; természetes szdmokra vonatkozo egyenldsé-
gek, egyenldtlenségek igazoldsa; sorozatok tulajdonsdgainak igazolasa;
osszegformulak igazoldsa; geometriai alkalmazasok.

Feladat

Bizonyitsuk be, hogy 8
Példa

Bizonyitsuk be, hogy 2" > n®, han >4 és n egész szam!

(Gador E. et al. 1990: 411)

Megoldas

n =5-re igaz, mert 2° =32 >5° =25

Feltessziik, hogy valamely n > 4 egészre igaz az allitds, és bizonyitani
fogjuk n+1-re. Azt kell igazolni, hogy 2" > (n+1)*. Az indukciés felte-

5"+2-3"'+1 (neZ®)!

vés szerint 2" =2.2" >2.n°.

Ha bizonyitjuk, hogy

2n* > (n+1)> < n’ >2n+1

oSn'-2n-1>0<n" -2n+1>2< (n-1)° >2 igaz,

akkor készen vagyunk. Az utolsé egyenldtlenség viszont minden n > 4
feltételt teljesitd egész szamra fennall.

Megjegyzés

Ha tudjuk, hogy a > b, ¢és be akarjuk latni, hogy a > ¢, elég belatnunk,
hogy b > c. De ez nem feltétleniil igaz! (b > c elegendd, de nem sziikséges
feltétele az a > ¢ egyenldtlenség igaz voltanak.)

Példa

Legyen az (a, ) sorozat a kovetkez0:
a=0,a,=1, a,,=2a,,—a,+2 (neN").
Hatarozzuk meg a,, értékét! (Posa L. 1999: 135)
Megoldas

A sorozat elsé néhany tagja:
a,=0,a,=1a,=4,a,=9,a, =16.
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A sejtésiink ez alapjan: a, = (n—1)*. Ezt bizonyitjuk.
a) A fenti képlet igaz n = 1-re és n = 2-re. (Fontos, mert a (k + 1). tag
eldallitdsahoz a k. és a (k— 1). tagra is szlikség van!)
b) Feltéve, hogy a sejtésiink igaz k-1-re és k-ra,
(a, =(k -1’ a,, = (k- 2)*),
¢) igazoljuk, hogy az utanuk kovetkezd szamra, azaz k+1-re is igaz.
a,,=2a,—a,, +2=2(k-1)°-(k-2)>+2=k".

A bizonyitassal kész vagyunk, mert az allitds igaz n = 1-re, n = 2-re
(ellendriztiik), de ha igaz két szomszédos szdmra, akkor a rajuk kovetke-
z0Ore is, ezért igaz n = 3-ra; de akkor n = 4-re is (mert igaz 2-re és 3-ra),
stb. igy barmely pozitiv egészre igaz. A keresett tag értéke

a,;, =150 =22500.

Feladat
Bizonyitsuk be, hogy

1242343444 (n-1)-n= (”_1)";'(”“) (nezZ,n>2)

Megjegyzés

A tanulok szdmdra vilagossa kell tenni, mit jelent a bal oldali 6sszeg.
Ezért célszerii nemcsak az n = 1-re, hanem 2-re, 3-ra is ellendriztetni az
allitast.

Példa

Adjunk meg képletet az elsé n kobszam Osszegére!

Megjegyzés
n=1,2 3, 4, .. tag 0sszegzésével megsejthetd, teljes indukcioval
2
1
bizonyithato az allitas: 13 +2° +3° 4.4+ n° = (”(”; ))
Feladat
Bizonyitsuk be, hogy n egyenes a sikot legfeljebb
n*+n+2

részre bontja!
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5.2.4. Skatulyaelv

Ha n skatulyaba n+1 targyat helyeziink el, akkor biztosan lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil. (Ha n skatulyaba nk-nal t6bb
targyat helyeziink el, akkor lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
legalabb k+1 targy kertil.)

Feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely legalabb két fOs tarsasdgban van két
olyan ember, akiknek a tarsasag tagjai kozott ugyanannyi ismerdse van!
(Az 1smeretség kolcsonos.)

Megjegyzés
A feladat egyenértékli a kovetkezdvel: Igazoljuk, hogy barmely lega-
labb két pontu egyszerli grafnak van két azonos fokszamu pontja.

Feladat
Igazoljuk, hogy n+1 tetszdleges pozitiv egész szadm kozt van két olyan,
melyek kiilonbsége oszthatd n-nel! (Az n pozitiv egész.)

Megjegyzés
A bizonyitas feladhat6 kiilonb6z6 szinteken: n = 10-re, n = 7-re, alta-
lanosan n-re.

Példa
Bizonyitsuk be, hogy a racionalis szamok tizedestort alakja véges vagy
végtelen szakaszos tizedestort!

Megoldas
A racionalis szdm legyen

£alal<1’1, q#0,geN.

q

A tizedestort alakjat ugy kapjuk, hogy a szamlalot osztjuk a nevezdvel.
Ha valamelyik maradék 0, akkor véges tizedestortet kapunk. Ha egyik
maradék sem 0, akkor legfeljebb g — 1 kiilonboz6 osztdsi maradék kép-
zOdhet, azaz legfeljebb g — 7 1épés utan valamelyik ismétlddni fog, ezért
1smétlddo szakasz keletkezik.

Feladat

Négyzetracson kijeldliink 5 racspontot, és ezeket paronként 6sszekot-
jik. Igazoljuk, hogy a keletkezd szakaszok kozott van olyan, amely a
végpontokon kiviil is tartalmaz racspontot!
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5.2.5. Invarians modszer

Sémaja: olyan mennyiséget keresiink, amely a valtoztatasok soran al-
land6 marad. Igy ennek a feltételnek az elérendd helyzetben is teljesiilnie
kell.

Példa

Egy tablara felirjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamokat. Ezutan két
szamot letorliink, és helyette a kiilonbségiiket irjuk fel. Ezt kilencszer
elvégezve eléfordulhat-e, hogy a megmaradé szam 0? (Roka S. 2000:
118)

Megoldas

Két azonos paritasu szam torlésekor paros szam keriil a helyiikre, kii-
16nboz6 paritasuak torlésekor paratlan szam. Ezért a pdratlan szamok
szama csak kettesével csokkenhet, és mivel a tablan eredetileg 6t paratlan
szam volt, igy mindig paratlan darab paratlan szamnak kell lennie. Az
utolsoként megmarad6 szdm tehat csak paratlan lehet, nem 0.

Példa

Egy kocka csticsaiba szdmokat irunk ugy, hogy az egyik csticsban kez-
detben 1, a tobbi csicsban 0 van. Egy-egy alkalommal egy ¢l két vég-
pontjaban levd szamokat 1-gyel noveljiikk. Elérhetd-e, hogy végiil minden
csucsban ugyanaz a szam alljon? (Roka S. 2000: 120)

Megoldas

Minden lépésben 2-vel nd a csucsokban allo szdmok Osszege, amely
kezdetben 1 volt. igy a szamok Gsszegének mindig paratlannak kell len-
nie, tehat nem érhetd el a kivant helyzet.

5.2.6. Konstrukcios bizonyitas

Példa

Lefedhet6-e az 5. dbran lathatd alakzattal hézagmentesen, egy réteg-
ben egy

a. 4 x 4-es, b. 5 x 5-0s, c. 10 x 10-es négyzetracs? (Roka S. 2000:130)
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5. dabra

Megoldas
a) Lefedhetd, a 6. dbrdn lathaté modon.

6. abra

b) Nem, mert egy alakzat 4 kis négyzetet fed le, az 5 x 5-0s négyzet-
racs lefedése 25 négyzet lefedését jelenti, de 25 nem oszthato 4-
gyel.

c) Nem fedhetd le. Szinezziik a négyzetracsot sakktabla-szertien. Te-
gytik fel, hogy a lefedés megoldhat6. Egy adott alakzat vagy 3, vagy
1 sotét mezot fed le. Legyen az elsd fajtabol felhasznalt alakzatok
szdma k darab. A 100 mezd lefedéséhez 25 alakzatra van sziikség,
tehat a masik fajtdbol 25 — k darabot hasznalunk fel. A 100 mez6
fele sotét, igy 50 = 3k + (25 — k) egyenletnek kell teljesiilnie, ha a
lefedés megvaldsithato. De ebbdl 25=2k kdvetkezik, ami lehetetlen.

5.2.7. Egy allitas — tobbféle bizonyitasi modszer
Példa

Bizonyitsuk be, hogy ! + + ! +...+ ! =
1-2 2.3 3.4 n-(n+l) n+l

Megoldas
1) Teljes indukcioval
2) Teleszkopos 0sszeggel

Példa
Hatéarozzuk meg egy n elemii halmaz részhalmazainak szamat.
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Megoldas

1) Teljes indukcioval

2) Variaciokkal

3) Binomialis tétel alapjan
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5.3. Példak bizonyitasokban eloforduloé hibakra, hianyossagokra

5.3.1. Helyes kovetkeztetés. Feltétel sziikségessége, elégségessége

Példa
Helyes-e a kdvetkezd bizonyitas?
Igazoljuk a szadmtani és mértani kozépre vonatkozo egyenldtlenséget!

a;bzw/a-b(l)

Emeljiik négyzetre az egyenldtlenség mindkét oldalat!

(‘”b} >a-b ()

2
Végezziik el a kijelolt miveleteket, majd szorozzunk a nevezdvel!
a’ +2ab+b*>4ab (3)

Ebbél kdvetkezik, hogy a’> —2ab+b> >0 (4)

a bal oldal teljes négyzetté alakithat (a —b)* > 0. (5)

Ez utobbi egyenldtlenség nyilvan igaz, mert minden szam négyzete na-
gyobb vagy egyenld, mint 0. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megoldas
Eldszor is az a, b pozitiv szamok, mert pl. —8 ¢és —2 valasztdsanal nem igaz
az egyenl6tlenség. Ezzel a feltétellel egyiitt igaz, hogy az 5 egyenl6t-
lenség ekvivalens egymassal, ¢s mivel (5) mindig igaz, ezért (1) is igaz.
Az atalakitasok ekvivalens voltat jelezni is kell!
Feladat
Helyes-e a kdvetkezd bizonyitas?
Bizonyitsuk aa /b =+ab azonossagot! (a,b>0).
Tegyiik fel, hogy Ja-Jb=Aab,
¢és emeljiik négyzetre az egyenldtlenség mindkét oldalat!
Wa b = (Jabf
Hasznéljuk fel a szorzat hatvanyozasara vonatkoz6 azonossagot!
2 2 2
Wa (o) = (ar)
A négyzetgydk definiciojabol kovetkezik, hogy:ab=ab, ami mindig
igaz, ezzel belattuk, hogy a Ja /b =+ab valéban azonossag.
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Feladat
Helyes-e a kdvetkezd bizonyitas?

Igaz-e minden valds x-re, hogy /1 —sin’ x = cosx ?
Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd asin’ x + cos’ x =1 azonossagot
felhasznalva azonossagra jutunk, tehat igaz.

Megjegyzések

— Ha egy A 4llitasbol igaz allitasra tudunk kovetkeztetni, abbol nem ko-
vetkezik, hogy A igaz! Pl. —8=-10 /+9, ebbdl 1 = -1, emeljiik négy-
zetre, 1 =1, igaz.

— Egyenletek megoldasanal megteleld eljaras, ha kdvetkezmény egyen-
leteket frunk fel. Ha az atalakitasok nem ekvivalensek, legfeljebb ka-
punk hamis gyokoket is. Ezeket az ellendrzéssel kiszlirhetjiik (feltéve,
hogy nem végtelen sok gyokot kapunk. Ha mégis, marad az ekvivalen-
cia vizsgalat). Bizonyitasnal ekvivalens 4talakitasokra van sziikség.

Példa

Tekintsiik a kdvetkezd allitasokat!

A:xy =6x+15 B:x’y =6x" +15x

Kovetkezik-e A allitasbol B allitas? Kovetkezik-e B allitdsbol A allitas?
(Ekvivalens-e a két egyenlet?)

Megoldas

Ha 4 igaz, akkor B is mindig igaz. 4 = B. Ha B igaz, akkor 4 is mindig
igaz? Nem igaz, pl. x = 0, y = 1 esetén B igaz, de 4 hamis. B-bdl nem
kovetkezik 4.

5.3.2. Hianyos tételbizonyitasok
El6fordul, hogy a bizonyitdsokbdl kimarad egy olyan gondolati 1€pés,
amelynek hidnyaban az igazoland6 allitasnal kevesebbet bizonyitunk.

Példa

Mutassuk meg, hogy hidnyos az alabbi tételbizonyitas!

Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma teriilete egyenld az oldalhosz-
szénak ¢és az ehhez tartoz6 magassaganak szorzataval.

Bizonyitas: Azt latjuk be, hogy a (téglalaptol kiilonb6zd) paralelog-
ramma terlilete egyenlé az azonos alapu és magassagu téglalap tertileté-
vel.
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1) Atdarabolassal: az 7. dbrdn az 1, 2 és 3-mal jelolt haromszogek egybe-
vagok, igy a 2-vel jelolt hdromszoget 3-ba eltolva a bizonyitandé alli-
tast kapjuk. (Hidnyos!)

7. abra
2) Ha az atdarabolas az eldbbi moédon nem végezhetd el (mésodik para-
lelogramma), akkor hivatkozzunk a szimmetriara: ha az egyik oldalra
nem hajthat6 végre az atdarabolas, akkor hajtsuk végre a masikra. (Hia-
nyos!')

Megjegyzés

Az 1.) eset vizsgalata nem elég. A 2.) indoklassal sem teljes a megol-
das. Ezzel ugyanis az eredeti tételt nem lattuk be, csak annyit igazolha-
tunk, hogy a paralelogrammanak van olyan oldala, melynek hosszat a
hozza tartozd magassaggal szorozva a teriiletét kapjuk. De ehhez is hoz-
zatartozna annak a vizsgalata, hogy ha pl. az a oldal nem megfeleld, a b
oldal j6 lesz. (Az a oldalra az/. abra jelolései szerint nem végezheto el az
atdarabolas, ha bcosa > a, a b oldalra pedig akkor nem, ha acosa > b.
Mindkét egyenldtlenség nem allhat fenn egyszerre, amit pl. az els6 cosa -
val vald szorzéasaval belathatunk: bcos’ a >acosa >b nem lehet.) E
helyett pl. a masodik paralelogrammat az a oldaladval parhuzamos szaka-
szokkal bontsuk olyan paralelogrammakra, amelyekre az 1. pont szerinti
atdarabolas elvégezhetd. A részparalelogrammak teriiletének Osszege az
eredeti paralelogramma teriiletét, a részek magassadganak Osszege az ere-
deti paralelogramma magassagat adja.

Példa

Indokoljuk, hogy miért hidnyos az alabbi tétel bizonyitasa!

Igazoljuk, hogy a hdromszog stlyvonalai egy pontban metszik egy-
mast, és ez a pont a sulyvonalak cstcstol tavolabbi harmadoldpontja.
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Bizonyitas (hasonldosagot nem hasznalva):

Huzzuk meg az ABC haromszég A és B csucspontjabol kiinduld suly-
vonalait.
A 8. abra F|F;szakasza a haromszog egyik kdzépvonala,

ezér

Jeloljiik a két stilyvonal metszéspontjat S-sel. Az ABS haromszdgnek
rajzoljuk meg az 4B oldaldval parhuzamos kézépvonalat. Ez az AS, illet-
ve a BS szakaszok G, illetve G,felezOpontjat 6sszekotd szakasz.

8. dbra

Erre a kozépvonalra)

Ezek miatt G;G; || FiFs GG, = FF,.

Ebbdl kovetkezik, hogy a G;G-F>F; négyszog paralelogramma. A pa-
ralelogramma atloi felezik egymast, tehat G,S = SF,. A G, pontot azon-
ban felezéssel kaptuk, igy AG; = G;S = SF>. Ezért fennall az alabbi arany:

AS :SF. =2: 1.

Tehat a két stlyvonal metszéspontja, az S pont, a sulyvonalakat a cst-
csoktol szamitva 2 : 1 ardnyban osztja két részre.

Megjegyzés

M¢ég nem bizonyitott, hogy a hidrom sulyvonal egy pontban metszi
egymast. Hianyzik, hogy ez az arany barmely két sulyvonalra fennall, ezért
a harmadik sulyvonalnak is 4t kell haladna ezen a ponton.

El6fordulhat, hogy a bizonyitdsban felhasznalt lényeges allitast ,.el-
hallgatunk.”
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Példa

Miért hianyos az aldbbi bizonyitas? )

A logaritmus azonossagainak igazolasa. Allitas:

log, xy=1log,x+log,y,ha x>0,y>0,a>0,a=1.
Bizonyitas:

a logaritmus definiciéja szerint x = a'®*, y=a"%", xy=a"%".

Az els6 két egyenlbtlenséget €s az azonos alapu hatvanyok szorzatara

vonatkoz6 azonossagot felhasznalva:

log, x+lo
xXy=a a 2y Y

Az xy szorzatra kapott két egyenletet 6sszevetve adodik az 4llitas.

Megjegyzés

Az allitas azért igaz, mert a kitevok egyenldségét az exponencidlis fligg-
vény kolcsondsen egyértelmil (vagy szigortian monoton) volta biztositja.
De pl. sinx = siny egyenletbdl nem kdvetkezne, hogy x = y.

5.3.3. Bizonyitasi feladatokban el6fordulo hibak, hianyossagok

Példa

Mi a hiba az aldbbi bizonyitasban?

Adott a sikon 4ltalanos helyzetben n darab piros és n darab kék pont.
Bizonyitsuk be, hogy megadhat6 n darab szakasz a sikon gy, hogy bar-
mely szakasz egy piros és egy kék pontot kdsson Ossze, €s semelyik két
szakasz ne metssze egymast. (Bogdan 1990: 32.)

Bizonyitas: Ha két szakasz metszi egymast, vegyiik fel masképp a
pontokat 6sszekotd szakaszokat gy, hogy kiilonb6z6 szinli pontokat kos-
senek 0ssze, de ne metssz€ék egymast. PL. a 9. dbran a folytonos vonallal
jelolt szakaszok helyett a szaggatottal jelolteket. Ilyen médon a metszés-
pontok szdma csokkenthetd, ezt a 1épést ismételve, az eljaras végén nem
marad metszéspont.
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Megjegyzés

A megoldas hibas, mert az 1j szakaszokon keletkezhet tjabb metszés-
pont. A metszéspontok szdma tehat nem feltétleniil csokken az egyes 1é-
pések soran. Viszont indokolhatunk gy, a haromszog-egyenldtlenség
miatt K;P,<K;M+MP; és K2P1<K2M+MP], ezért K;P>+K>P;<K;P;+K>P;
Azaz a szakaszok Osszhossza minden lépésben (minden egyes metszés-
pont megsziintetésével) csokken, igy a lehetséges minimalis 6sszhosszi-
sag elérése utan nem lehet metszéspont. (Mivel Osszesen véges szamu —
n! — lehetdség van a kiilonboz6 szinli pontok dsszekotésére, van kozottiik
minimalis 6sszhosszsagu.)

Példa

M1 hidnyzik az alabbi bizonyitasbol?

Egy sik 20 egyenese 187 metszéspontot hataroz meg. Igazoljuk, hogy
az egyenesek kozott vannak parhuzamosak!

Bizonyitas: 20 egyenes legfeljebb (20 - 19) : 2 = 190 metszéspontot ha-
taroz meg. A maximalisan elérhetd metszéspontok szdmat 3-mal kell
csOkkenteni. Ha nincsenek parhuzamos egyenesek a megadottak kozott,
ez csak ugy lehetséges, ha legalabb harom egyenes egy pontban metszi
egymast. Ha harom egyenes metszi egymast egy pontban, akkor a hdrom
lehetséges metszéspont helyett csak egy lesz, tehat a metszéspontok sza-
ma kettovel csokken. Tobb ilyen harmas metszésponttal tehat a metszés-
pontok szdma csak paros szammal csokkenthetd, igy nem érhetd el a ki-
vant helyzet. Ha 4 egyenesnek van k6z0s metszéspontja, akkor a lehetsé-
ges 6 metszéspont helyett 1 metszéspont keletkezik, igy a metszéspontok
szama 5-tel csokken. Ha 4-nél tobb egyenesnek van egyetlen metszés-
pontja, még tobbel csokken az Osszes metszéspont szdma. Ilyen moédon
tehat a 187 metszéspont nem érhetd el, vagyis az egyenesek kozott van-
nak parhuzamosak.

Megjegyzés

Hianyzik a létezés bizonyitasa, vagyis, hogy a 187 metszéspont meg-
valosithato. PL ha 18 altalanos helyzetli egyenest vesziink (153 metszés-
pont), és 2 olyat, amelyek a 18 koziil az egyikkel parhuzamos (ezek a
tobbivel 34 jabb metszéspontot adnak).
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6. Fiiggvénytani eszkozok alkalmazasa kiilonbozo témako-
rok tanitasaban

PAULOVITS Gyorgy

6.1. A fiiggvény-transzformaciok tanitasa GeoGebra segitségével

A fliggvény-transzformaciok tanitdsat a 9. évfolyamon, a nevezetes
fiiggvénytipusok és jellemzési szempontok bevezetésével egyidejiileg
érdemes elkezdeni. A linearis fliggvény erre még kevés lehetdséget nyljt,
igy nagyobb hangsulyt a masodfoku fiiggvények oktatasa sordn kaphat
eloszor. Ha a masodfoku fliggvényeket mar elég jol begyakoroltattuk,
érdemes Osszefoglalni a fliggvény-transzformaciokat, hogy a tovabbi
fiiggvénytipusoknal is jol tudjuk hasznalni rendszerezett ismereteinket.

Valtozo-transzformaciok:
- f (x + c): eltolas az x tengely mentén, - ¢ egységgel;

1 .
— f (c . x) : ——szeres nyQjtas az x tengely mentén (¢ > 0);
c
- f (— x): titkkr6z¢s az y tengelyre.
Erték-transzforméciok:
— f (x)+ c: eltolas az y tengely mentén c egységgel
—c-f (x) : c-szeres nyujtas az y tengely mentén (c > 0)
-—f (x): titkkr6z¢s az x tengelyre.

Ezt megtehetnénk a 9. évfolyamos fliggvénytani témakor végén is, de
ha itt tessziik, az ezek utan kovetkezd fliggvénytipusok abrazolasa soran
JO szolgalatot tehet ismeretiik.

Az abszolut érték fogalmanak felelevenitése utan foglalkozhatunk az
abszolutérték-fiiggvénnyel és transzformacioival. Kezdeti példaink fel-

dlelhetik az f(x)=alx—u|+v tipusu fiiggvények abrazolasat és jellem-

zését — ezekkel nem lesz tulsdgosan nehéz dolgunk, ha a masodfoka
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figgvényt sikeriilt jol elsajatittatnunk, hiszen a megfelelé fliggvények
mérhetd jellemzod1 tobbnyire azonosak.

Altaldban nehezebben megy az olyan fliggvények értelmezése, amik
két abszolut értékes kifejezés 0sszegeként vagy kiilonbségeként adddnak.

Az egymasba agyazott abszolutérték-jeleket tartalmazéd fliggvények
abrazolasa soran tamaszkodhatunk a transzformacios lépésekrél megszer-
zett ismeretekre. Ha van ra lehetdségiink, az ilyen, 0sszetettebb feladatok
megoldasat szamitogép-termes ordn, vagy taskagépek segitségével végez-
ziik, példaul a GeoGebra szoftverrel, hiszen igy az egyes 1épések gyor-
sabban elvégezhetdk, konnyebben nyomon kovethetdk.

Példa
Abrézoljuk fiiggvény-transzformaciokkal az
SR> R, f(x)=|x|-1|-2|-1fiiggvényt!

Megoldas
f ["‘J e |r| -1 I (-"'}: |fl ["l
\ \
\ ™,
fi(x)=]f(x)-2 fx)=fi(x)-1

1. abra
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Megjegyzés

Az egyes 1épések abrazolasat érdemes kiilonb6zd szinnel, vonalvastag-
sdggal végezni, illetve kiemelni a legutolsd 1épéssel adodott képet. Min-
den 1épés soran jo, ha tudatositjuk az adott transzformacio hatasat. A fii-
zetbe ilyenkor legfeljebb az utolso Iépést érdemes rogziteni, €s a jellem-
z¢st 1s inkabb szoban végezziik, legfeljebb otthon rogzittesstik.

A linearis tortfiiggvények targyalasa kapcsan mindenekeldtt érdemes
feleleveniteni a forditott ardnyossag altalanos iskoldban mar tanult fogal-
mat. Ezutan az alapfiiggvény,

az f:R—)R,f(x)zl,(x;éO)
x

abrazolasat és jellemzését végezziik el, kitérve arra, hogy ennek a képe
hiperbola, amelynek aszimptotai az x és az y tengely. (Ezeket az aszimp-
totakat egyébként a transzformalt fliggvények esetén is mindig érdemes,
legalabb szaggatott vonallal berajzoltatni.)

A fiiggvény jellemzése soran fontos felhivnunk a figyelmet arra, hogy
a menet leirdsat a gorbe két dgara kiilon-kiilon kell végezniink. Nem telje-
siil ugyanis, hogy ez a fliggvény a teljes értelmezési tartomanyon szigoru-
an monoton csokkeno volna, de

az |- o0;0[, illetve a ]0;+ oo [ résztartomanyokon igen.

A szokasos egy-két Iépéses transzformaciok bemutatdsan, begyakorla-
sdn tul itt s gyakorolnunk érdemes olyan atalakitast, amit korabban, a
szamelmélet targyalasa sordn megismerhettiink.

Példa
5-2x

X —

Abrazoljuk és jellemezzik az f(x)= , (x € R, x # 3)fiiggvényt!

Megoldas

Mindenekel6tt a szamelmélet-fejezetben megismert médon levalaszt-
juk a szamlal6 ,,egész-részét”:

5-2x  -2(x-3)-1_ -2(x-3) 1 1
Fl)= 22 - SRR
x-3 x-3 x-3 x-3 x-3

Ha most is lehetdségiink nyilik a GeoGebra program hasznalatara, ak-
kor természetesen ekkor is érdemes Iépésenként abrazoltatni a fliggvényt,
iigyelve azonban arra, hogy az dbrank ne legyen nagyon kaotikus — a ko-
rabbi 1épéseket tordlni sziikséges a jellemzok megvitatasa utan.
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1 1 1
AZf](x):_’ fz(x):—’ f3(x):_—

X x-3 x-3
fliggvények abrazolasa utan adodo f(x) képe mellett mindenképpen érde-
mes berajzoltatni a x = 3 és az y = -2 aszimptotakat (2. dbra).

Ismertesstik fel, hogy a zérushely szamitassal torténé meghatarozasa-
hoz a legelso, atalakitas nélkiili alakbol érdemes kiindulni!

2. abra

A fliggvény-transzforméciok tanitdsara természetesen tovabbi lehetd-
ségeink adodnak a felsdbb évfolyamokon. A 10. évfolyamon szokés a
négyzetgyok-fiiggvénnyel foglalkozni.

Példa
Abrazoljuk és jellemezziik az f (x) =4/—x+1 fliggvényt!
Megoldas

Erdemes mindenekel6tt az f(x)= /- (x - 1) atalakitést elvégezni, hi-

szen igy el tudjuk magyarazni, hogy transzformaciokkal abrazolva el6szor
az x tengely mentén pozitiv iranyba kell tolnunk 1 egységgel az alapfiigg-
vényt, majd ezt kell tilkroznilink az y tengelyt helyettesitd x = 1 egyenesre
(3.dbra). Ezt a gyakorlatunkat késdbb, a trigonometrikus fliggvények ab-
razolasa soran is nagyon jol tudjuk kamatoztatni.
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|
|
|
3 |
|
|
|

b b= 1 2 ﬁj;,,l_,_
..--»___.‘ /
o %
T T T T T T Ll
3 = 1 |o 1 2 3 4

] |
1 |
3. abra

A 10. évfolyamon vezetjiik be a szogfiiggvényeket is. Ezek altalanosi-
tasa utan kell abrazolnunk a trigonometrikus alapfliggvényeket és azok
transzformacioit. A két koordinatatengelyen beallitott egységek felvétele
ugy kozelit legjobban a valdésaghoz, ha a négyzetracsos lapon az y tenge-
lyen két négyzetet valasztunk egységnek, az x tengelyen pedig harom

négyzet lesz a% értéke. A fliggvények jellemzése soran mindenképpen

figyelniink kell a periddusra, illetve annak valtozasara, tovabba a valtozo-
transzformaciok elvégzésére.

Példa
Abrazoljuk és jellemezziik az f (x) = sin(2x - 2%), x € R figgvényt!

Megjegyzés
Az abrazolas elott célszerl elvégezni a kovetkezd atalakitast:

flx)= sin(2x - 27”] = sin(2(x - %n .

fgy vilagossa tehetd, hogy a szinuszfiiggvényt elészor az x tengely

mentén pozitiv iranyban kell eltolnunk % egységgel, majd a fliggvény

X = %egyenesre esé pontjahoz képest kell kicsinyitenlink az x tengely
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iranyaban felére. Jo, ha az egyes transzformacios lépéseknek megfeleld
fliggvényeket is feltiintetjiik abrankon (4. abra).

sin(2 (x - 1 /3))

sin(-mi3)

-

T sing

4. abra
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6.2. A masodfoku fiiggvény és a parabola mint ponthalmaz
kapcsolata

A parabola fogalmat a 9. évfolyamon kezdjiik kialakitani. A nevezetes
ponthalmazok targyaldsa sordn érdemes kitérniink rd, megszerkesztve
né€hdny pontjat és kimondva definicidjat is.

Definicié

Legyen adott a sikon a d egyenes ¢és a d-re nem illeszkedd F pont. A d
vezéregyenesl, F' fokuszpontll parabola a sik azon pontjainak halmaza,
amelyek d-t6l és F-tdl egyenld tavolsagra vannak (5. abra).

\ Vi
N
N

5. dabra

A szerkesztést érdemes a GeoGebra program Mértani hely funkcidja
segitségével megvaldsitani. Igaz, e programnak parabola-rajzolé funkci-
0ja is van, mégis megeri a szerkesztés 1épéseit modellezni, majd az emli-
tett funkci6 hasznalatdval megrajzoltatni a pontokat.

Késébb, még a 9. évfolyamon a masodfoku fliggvények kapcsan ujra
eldkeriil a parabola fogalma. Mivel 4ltalaban ekkor mar til vagyunk az
algebrai atalakitasok begyakoroltatasan, igy célszerli a teljes négyzetté
alakitas modszerét is felhasznalni a fliggvényelemzéshez.
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Példa
Abrazolja és jellemezze az f: R — R, f(x) = —%xz +x +% fliggvényt!

Megoldas
A teljes négyzetté alakitdst a masodfokl tag negativ eldjele és tort-

egyltthatoja esetén kiilonosen nehezen tudjak elvégezni a didkok. Az

1, 3 1, 1 ) 1 ) 1 >
5% +x+5:—5(x —2x—3):—5[(x—1) —1—3]:—5(x—1) —4]:—5(x—1) +2
atalakitas-sorozat utdn felismertetjiik, hogy a forditott allasu parabola
tengelypontja a 7 (1;2) pont, igy jol dbrazolhaté és jellemezhetd a fligg-
vénylink.

Az abrazolast szintén érdemes a tdska-szdmitogépek segitségével,
GeoGebra programmal végezni, ahol szemléletesen megjelenithetjiik a
transzformacios 1épéseket, akar kiilon szinnel, vonalstilussal megjelenitve
az egyes lépéseknek megfeleld grafikonokat, kdzosen hangstlyozva a

latvanyhoz tartoz6 transzformaciokat:

AR=¥ AW=Ge1)
A= -1 i) =—2 (1)

A végso, eredetileg megadott f fliggvényt (a kép segitségével) jelle-
mezniink is sziikséges (6. dbra).

6. abra
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Ha az esetlegesen pontatlan dbrazolas miatt nem olvashatjuk le ponto-
san a zérushelyeket,

a—%(x—l)z +2=0

egyenletet a megoldoképlet nélkiil is meg tudjuk oldani — ez is a teljes
négyzetté alakitas eldnye.

A 10. évfolyamon, a masodfokl egyenletek, egyenldtlenségek témako-
rén beliil is nagy hangsulyt kell, hogy kapjon a masodfoku fliggvény ké-
pének ismerete. A 9. évfolyamon megszerzett tudas felelevenitése, elmé-
lyitése segithet a paraméteres masodfoku egyenletek, illetve az egyenlot-
lenségek megoldésa soran is. Ekkor is célszerli egy-egy oran gép mellett
foglalkoztatni a didkokat.

Példa

A p valos paraméter melyik értékénél lesz az

x’ +(p+1)x—3p+2:0

egyenlet valos gyokeinek négyzetosszege a legkisebb? Mekkora ez a
legkisebb érték?

Megoldas

Mindenekel6tt fel kell hivnunk a figyelmet diszkriminans-vizsgéalat
sziikségességére.

Ad(p)=(p+1) -4(-=3p+2)>0 feltétel vizsgalata soran elobb elvé-
gezziik a d(p): p’ +14p—7 4talakitast, majd meghatarozzuk a fligg-
vény zérushelyeit. Mivel p,, =—7+2414, és d(p) képe normal allast

parabola, ezért az egyenletnek p<-7-— 2414, illetve p=>-T+ 214

esetén van valos gyoke. Ezutan — példaul a Viéte-formulak segitségével —
vizsgalnunk kell a gyokok négyzetdsszegét: mivel

f(p): xl2 +x§ = (xl +x2)2 —2x,x,,

ezért f(p)z (p+1)2 —2(—3p+2)= p’+8p-3,
szintén normalallast parabola. Ez utobbi szélsdértek-helye p = —4, itt
azonban egyenletiinknek nincs valds gyoke, raadasul a valos gyokok
négyzetosszege ekkor f(—4) = —19 volna, ami szintén lehetetlen. A két
parabolat k6z6s koordindta-rendszerben dbrazolva szemléletesen kapjuk a
feladat megoldésat (7. dbra).
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7. abra

A 7.abrat elemezve lathatjuk, hogy p =-7+ 2414 esctén lesz a gyo-
kok négyzetosszege minimalis, s kiszadmolhaté ez a minimalis érték is:
f (— 7+2414 ): 46 -12414 . A megoldas ellendrzéseként visszahelyette-
sitjiik a kapott p értéket az eredeti egyenletbe, €s lathatoan valoban teljes
négyzetet kapunk: x* + Z(Jﬁ— 3)\’ + (\/ﬁ— 3)2 =0. Igy a valos gyokok
négyzetosszege akkor lesz minimalis, ha x, = x, =3 — J14.

Ezeket az ismereteinket mas témakorok feldolgozasa soran is kamatoztat-
hatjuk, példaul az egyenl6tlenségek soran; de a négyzetgyokos, illetve loga-
ritmusos egyenletek feltételvizsgalata is nagyszert lehetdséget ad erre.

A 11. évfolyamon a koordinata-geometria targyalasa soran talalkozunk
ujra a parabolaval. Ekkor — jobb csoportokban, illetve emelt szinten —
ismét érdemes feleleveniteni a sikgeometriai definiciot, hogy aztan leve-
zethessiik az y tengelyti, normal allast, origd tengelypontl parabola alta-
lanos egyenletét. Mivel ekkor mar tul vagyunk a parabolapontok szer-
kesztésén, igy a GeoGebraval elegendd olyan abrat késziteniink, amin a
fokuszpont €s a vezéregyenes megadasa utan a program berajzolja a gor-
bét. Ha ezek utan a gorbe egy pontjat kijeloljiik és lemérjiik ennek tavol-
sagat a fokuszponttol és a vezéregyenestdl, nyilvanvaldéan azonos értéket
kell kapnunk a pont gorbén torténd mozgatdsa esetén minden helyzetben
(8. dbra). E szemléltetés utan kdvetkezhet a levezetés, az ismert modon.
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8. dbra

Erdemes a GeoGebra segitségével is kitérni a forditott allasu, tovabba
az y tengellyel parhuzamos tengelyli parabolak szemléltetésére is.

A parabolaval kapcsolatos feladatok megolddsa sordn itt is sikerrel
hasznalhatjuk a GeoGebra programot.

Példa

Mi az y=4x’—4(a+1)x+a’ +4a—1 egyenletii parabolik csics-
pontjanak halmaza, ha az a paraméter tetszdleges valos szam?

Megoldas

A megoldds soran mindenekel6tt meg kell hataroznunk a csucspont
koordinatait. Ezt megtehetjiik a teljes négyzetté alakitdssal, de ha mar
megismertettiik a didkokkal kordbban a differencidlszamitas elemeit, ak-
kor a derivalast is segitségiil hivhatjuk.

AT (a;— ! ;2a — 2) tengelypont koordinatai koziil a szemléltetéshez az

elsOre lesz sziikségiink.
A GeoGebra programba belépve mindenekeldtt megadjuk az a = [ pa-

ramétert, majd az f(x)=4x> —4(a +1)x + a”> +4a -1 fiiggvényt. Ugyanitt
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. 1 ) , . .
abrazoljuk az x = % egyenest, majd a Két alakzat metszéspontja me-
niipont segitségével megjeloljiik a 7 tengelypontot. Ekkor célszerli az

1 . .

X = % egyenest lathatatlannd tenni, hogy ne legyen zavaroan sok alak-

zat az dbrankon. A tovabbiakban a T ponthoz tartoz6 Nyomvonal funkciot
bekapcsoljuk, majd az a érték cstiszkajat beallitjuk példaul -2 kezdeti és 3
végeértékkel, 0,01-es beosztassal, Fix értékre, Novekvo megjelenitésre. Az
animalasi funkci6é bekapcsoldsa utan maris kirajzolodik a feladat megol-
dasaul szolgalo egyenes képe.

Mindez természetesen csupan a szemléltetést szolgalja: ezek utan meg
kell adnunk a ponthalmaz egyenletét. Ezt megtehetjiik példaul azzal, ha
az

a+1
X =

2
y=2a-2

egyenletrendszerbdl kikiiszoboljiik az a paramétert. Az igy kapott
y =4x—4egyenes képe valoban az a nyomvonal, amit a programmal
sikertlt kirajzoltatnunk (9. dbra).

9. dabra
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6.3. A nevezetes kozépértékek tanitasa

A nevezetes kozépértékeket hagyomanyosan a 10. évfolyamon ismer-
tetjiik meg a didkokkal. A két elemre bemutatott kdzépértékek, nagysag-
rendi viszonyaik bevezetésén tal érdemes ilyenkor n elemre is altalanosi-
tani a definiciokat ¢€s 0sszefliggéseket.

Definicio
Legyen a,be R, a,b#0 és a#-b.

Ekkor az a és b szamok harmonikus kozépértéke:

Hlab)=—2—
7+7
a b

Definicio
Legyen a,be R, a,b>0.

Ekkor az a és b szdmok mértani kozépértéke: M (a;b) =+a-b.

Definicié
Legyen a,be R.

. . . e a+b
Ekkor az a és b szamok szdmtani kizépértéke: S(a;b) = :

Definicié
Legyen a,be R.

a’ +b?
2

Ekkor az a és b szamok négyzetes kozépértéke: N(a;b)=

Tétel
Legyen a,be R, b>a > 0.

Ekkor az aés b szamok kozépértékeire fennall az
a < H(a;b)< M(a;b)< S(a;b) < N(a;p)< b
Osszefliggés. Egyenldségmindeniitt pontosan akkor all fenn, ha a =5b.

A fenti tételt — amit a kdnnyebb megjegyezhetdség kedvéért gyakran
L HIMSUN"-tételként szoktunk emlegetni — érdemes bizonyitani is. A bi-
zonyitas szdmtalan lehetdsége koziil a leggyakrabban talan az algebrai at-
alakitasok alkalmazasat valasztjuk.
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P¢ldaul a szamtani és mértani kdzép kozti egyenldtlenség bizonyitasat
a kovetkezdképpen végezhetjiik el (a tétel feltételei valtozatlanok):

Jab < a;b /()

2 42 c. 2
ahe @t Z bb" 4 _4.a-b

0;522—2-a-b+b2
0<(a-b)

Miutdn nyilvadnvaloan teljesiilé egyenldtlenségre jutottunk, mar csak
azt kell megvizsgalnunk, hogy az adott alaphalmazon azonos atalakitaso-
kat végeztiink-e. Miutan erre igenld a valaszunk, igy az eredeti egyenlot-
lenség igazsagat is belattuk, és az utolsé alak segit a tétel masodik felének
bizonyitasaban is.

Megjegyzések

— Ha nem tessziik ki a kérddjeleket az egyenldtlenség-jelek fol€, és
nem vizsgaljuk meg az 4talakitdsok megfordithatosagat, akkor hia-
nyos marad a bizonyitasunk!

— Ha egy egyenl6tlenséget igy, kozdsen bebizonyitunk a tandran, akkor

a tobbi belatasat hazi feladatként is kitlizhetjiik.

Célszerli ugyanezt az egyenldtlenséget — pozitiv szamokra vonatkoz-
tatva — geometriai uton is szemléltetni, felhaszndlva Thalesz tételét és a
magassagtételt.

Legyen AT =a, TB =b, ahol T az ABC derékszogli haromszog 4tfo-

gbhoz tartozd magassaganak talppontja. Ekkor KC a kor sugara, tehat

hossza 2 bl , a magassagtétel értelmében pedig CT =+/ab . igy a KCT

derékszoglh haromszoget vizsgalva szemléletesen lathatd az allitas (/0.
abra).
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C
a+b Jab
2
T B
Ta+h
10. abra

A trapéz alapjaival parhuzamos szakaszok segitségével szintén jol szem-
1¢ltethetjiik a nevezetes kozépértékeket, illetve nagysagrendi viszonyukat.

A 11. abran lathat6 szakaszok koziil ugyanis az FG szakasz atmegy az
atlok M metszéspontjan, a parhuzamos szelok tétele segitségével belat-
hato, hogy hossza H(a;c); a JL szakasz a trapézt két hasonld trapézra
bontja, igy hossza M(a,c). A HI szakasz a trapéz kozépvonala, hossza
S(a;c), mig a KP két egyenld teriiletli trapézra bontja az eredeti sikidomot,
hossza bizonyithatdéan N(a,c).

M(a;c) g

11. abra
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Ha mar a trapézt vizsgéaljuk, ne feledkezziink el arrol a sz€p Osszefiig-
gésrol, amely szerint ha az MDC haromszog terlilete ¢, az ABM-¢ pedig 7,
akkor az AMD, illetve a BMC haromszogek (egyenld) teriilete N
Mindezek a hasonlosag témakorén beliil jo lehetdséget adnak szép fela-

datok kitizésére.
Feladatokban gyakran fel kell haszndlnunk a kozépértékek kozotti
egyenl6tlenségek altalanositott alakjat is, igy azt is célszeri bemutatni.

Tétel
Legyen a, >0, i=12,...,n.
Ekkor érvényesek a kovetkezd egyenldtlenségek:

|
Egyenldség mindeniitt pontosan akkor all fenn, ha
a,=a; Vije {1,2,...n}-re.

A gyakorlast természetesen egyszerlibb feladatokkal érdemes kezdeni.
Példa

. , 1 . i
Bizonyitsuk be, hogy V a >0 esetén a+—2>2 ¢és egyenldség ponto-
a

san akkor all fenn, ha az a értéke 1!

Megjegyzés

A fenti példa mar csak azért is kiemelt fontossagl, mert szamos feladat
megoldasa soran sikerrel alkalmazhatdo Osszefliggés. A szamtani €s a
mértani kozEép kozti egyenldtlenséget alkalmazva:

avt
5 a> 1/a -— =1, ahonnan mindkét allitas azonnal adodik.
a

Mindenképpen meg kell emliteniink ekkor aV a < 0 esetén fennallo

1 . frg
a+— < -2 egyenldtlenséget is!
a
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Példa
Legyen az x és y pozitiv valos szamok szorzata 50, tovabba x > y! Ha-
tarozzuk meg
2
+
a K(xy)="=

kifejezés minimumanak értékeét!

Adjuk meg az X aranynak azt az értékét, amelyre a kifejezés
y

a minimumat felveszi!

Megjegyzés
2 2 2
- +2 2
Vegyﬁkészre,hogyx Ty :(x y) xy:x—y+ﬂ.
X=y X=y X=y
Erre alkalmazva a szdmtani és mértani koz€p 6sszefiiggését:
2xy
xX—y+ 3
# > /(x —y)ﬂ =,/2xy =10, vagyis K(x;y)>20
X=y
. " . " . 2xy
¢s egyenldség akkor €s csak akkor kovetkezik be, ha x —y = ,
xX=y
azaz x> —4xy + y* = 0. Lathatd, hogy ez utobbi egyenlet
2
(i} ~4.% 4120 alakra hozhat6, ahonnan ooy J3 kovetkezik,
y y y

figyelembe véve, hogy x>y.

Célszeri megmutatnunk, hogy a matematika mas teriiletein, példaul a
geometridban is alkalmazhatjuk a nevezetes kozépértékek tételét.

Példa
Legyenek a haromszog oldalai a, b, c, teriilete pedig ¢/ Bizonyitsuk be,
hogy fennall az

a’ +b% +c* > 4143 egyenlbtlenség! Milyen esetben 4ll fenn egyenl8ség?

Megjegyzés
A Héron-képlet alkalmazasdhoz el6szor korlatozzuk feliilrél annak egy
részletét:
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JG—a)s—b)s—c) < S‘“”;b”‘c - miatt

4 2
S S

3
s—a)s—b)s—c)< &s igy t=+sls—afs—bs—c)<,[—=—+.
27 27 33
Ebbdl kovetkezden

2
2 2 2 2 2 2
4t\/§gg_(a+b+cj :(a+b+c) :3(a+b+cj S{ a-i—b-i—c] IR AP R

2 3
ami az allitdsunk bizonyit4sat jelenti.

Példa
Melyik hegyesszogli haromszdgben lesz minimalis a
tgo - tgf - tgy szorzat értéke (aza, [, y a hdromszog szdgei)?

Megjegyzés

Ezt a feladatot csak a trigonometriai addicids tételek megtanitasa utan
érdemes bemutatni, hiszen sziikséges hozz4 a haromszog szogei kozott
fennalld tga -tgf - tgy = tga + tgP + tgy Osszefiiggés. Ebbol kovetkezik,
most mar a szamtani €¢s mértani kozépértek osszefliggését felhasznalva a

tgo - tgf - tgy = 34/3.
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6.4. Szélsoérték-feladatok megoldasa kiilonb6z6 moédszerekkel

Példa

Egy hosszii haz oldaldhoz téglalap alaku tyukketrecet épitiink ugy,
hogy a ketrec egyik oldalat a haz képezze, tovabba, hogy az elkeritendd
teriilet a lehetd legnagyobb legyen. A ketrechez 20 m-nyi keritésanyagot
vettiink. Mekkorak legyenek a ketrec oldalai?

Megoldas

Ezt a feladatot tobbféle modszerrel is megoldhatjuk, a didkcsoport pil-
lanatnyi felkésziiltségétol fiiggden: fliggvény-elemzéssel, derivalassal €s
természetesen a kozépérték-tételek segitségével.

1) Ha ez utobbit valasztjuk, akkor figyelembe kell venniink a
2a+b =20 (perem)feltételt, ahol a és b a tervezett ketrec oldalai, s
amibdl b =20-2a kovetkezik. Ennek figyelembe vételével a terii-
letre T=a-b=a-(20-2a) adédik. Ahhoz, hogy ezt sikerrel koze-
lithessiik feliilrdl a kozépértékek segitségével, sziikségiink van a ki-
fejezés 2-vel torténd bovitésére, hiszen csak a konstanssal valo kor-
latozas lehet eredményes a tétel alkalmazasa soran. Mivel tehat
1/2a-i20—2ai£W=lO, ezért T =a-(20-2a)<50,
vagyis T, =50m? s ezt az értéket fel is veszi, ha 2a =20-2a,
azaz a =5, b =10 méter.

2) Fiiggvényelemzéssel: észre kell venniink, hogy aT'(a)=a-(20 - 2a)
olyan masodfoku fliggvény, amelynek képe forditott allast parabo-
la, zérushelyei pedig a 0 és a 10. Igy e parabolanak — szimmetria-
okok miatt —az a =5 értéknél lesz maximuma.

3) Ha a differenciadl-szadmitas eszk6zét valasztjuk, akkor a teriiletfligg-
vényt érdemesebb a jobban kezelhet$ T(a)=20a —2a’ alakba atir-
ni. Ennek derivéltja 7'(a)= 20 — 4a . Ez utébbi fiiggvény zérushelye
a = 5, a sz¢ls6érték jellegérdl pedig tablazattal, vagy a masodik de-
rivalt eléjelének vizsgalataval gydzddhetiink meg: 7"(5)=—-4<0,
tehat @ = 5-ben a T-nek maximuma van.

Hasonloan, tobbféle modszerrel is megoldhat6 a kdvetkezo feladat.
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Példa

Egy nagy étterem el6fizetéses ebédeltetést szervez. Jelenleg 400 elofi-
zetdjiik van és egy ebédet 800 Ft-ért adnak. Megfigyelték, hogy minden
alkalommal, ha az ebéd arat 50 Ft-tal megemelik, 20 vendég lemond az
elofizetéses ebédrél. Mennyi legyen az ebéd ara, hogy maximalis legyen
az étterem ebbdl szarmazd bevétele?

Megoldas

A feladat modellezése ebben az esetben nagyobb gondot okozhat a di-
akok szamara, mint az el6z6ben, hiszen itt nem lathat6 a peremfeltétel. Ra
kell vezetniink dket, hogy most nincs is erre sziikség, hiszen x-szel jelolve
az emelés mértékét, a bevételfiiggvény kozvetleniil is felirhato:

B(x)=(400—20x)800+50x), xe N .

A fliggvény szélsdértéke ugyaniigy haromféle modszerrel szdmithato,
mint az el6z6 esetben.

1) A kozépértékekkel torténd megoldas esetén most a kovetkezd atala-

kitast célszerti megtenni: B(x)= %(1000 —50x)(800 + 50x). [gy mar

gond nélkiil korlatozhato a kifejezésiink feliilr6l a szamtani kdzép-

pel: B(x)< %(1000 - 50x2+ 800 + 50x

ket fel is veszi, ha x = 2, azaz, ha 100 Ft-tal emelik az étkezés arat.

2
) =324.000, és ezt az érté-

2) A fiiggvénytani megolddsokhoz ki kell terjeszteniink a fliggvényt
legalabb a pozitiv valds szamok halmazara,

a B,(x)=(400—20x)800+50x), x € R

fliggvény ugyanis mar gond nélkiil vizsgalhato, derivalhato, és ra-
adasul a szélséértékhelyként adodo x = 2 érték benne van az eredeti
fliggvény értelmezési tartomanyaban is.
Ritkabban, de arra is taldlunk példat, hogy az egyéb kozépértékek kozotti
Osszefliggeéseket is j01 hasznalhatjuk sz€lséérték-feladatok megoldasara.

Példa
Vizsgaljuk a 48 cm-es testatloju téglatesteket. Mekkordk ezek koziil
annak az ¢lei, amelynek a legnagyobb a térfogata?
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Megoldas

Ha a téglatest éleit a,b,c jeldli, akkor a d testatlora d = va* +b* + ¢’

adodik. Ez adhatja az otletet, hogy megvizsgéljuk a négyzetes és a mérta-
ni kozép felhasznalhatdsagat a megoldas soran. Valoban, a

3
2 2 2
V =abc = (%/abc)3 < [d%} =64

atalakitas mutatja, hogy a térfogat feliilr61 korlatozhato, s ezt a felsd
korlatot fel is veszi a térfogat, ha a téglatest minden éle egyenld, azaz —
nem meglepd modon — ha olyan kockarol van szd, aminek élei 4 cm-esek.

Példa

Egyenld szart derékszogli haromszog alakti lemezbdl ugyanilyen alapu
dobozt készitlink azonos magassagl oldallapokkal, a szinezett részek ki-

vagasaval (12. abra). Milyen magassag mellett lesz a doboz térfogata
maximalis?

12. abra

Megoldas
1) Jelolje a befogd hosszat a, a felhajtandé magassagot x. Ekkor a térfo-

(a—x-(z;r\/i))z X

gatra V' =

adodik. Eszrevehetjiik, hogy itt megfelelé bévités mellett a harom elem
mértani €s szamtani kozépértékére vonatkozo osszefliggést hasznalhatjuk:

3\/(a—x(2+\/§))2-2x(2+\/5)3a_x(2+\/§)+a_x(2+\/5)+2x(2+\/§) a

3 3
igy V' < @ azaz V, —J—M 2-+2
" 54l +42) e 27
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Ezt a maximumot agy érhetjiik el, ha

a—x(2+\/§):2x(2+\/5), azaz x = a2—\/§ .

6

2) Természetesen ezt a feladatot is megoldhatjuk a differencidl-szamitas
eszkozeivel. A térfogatfiiggvény derivalasa nem konnyl feladat a dia-
kok szamara, hiszen amellett, hogy szorzatfliggvényt kell derivalniuk,
meég Osszetett fliggvénnyel is taldlkozhatnak az elsé szorzotényezd jo-
voltabol. A térfogat derivalt-fliggvénye:

V,z((a—x-(2+ﬁ))2 -xJ _ 2(a—x-(2+\/§))-(—Z—ﬁ)-x+(a—x-(2+\/§))2 .

2 2
2—4/2 2—+/2
E figgvény két lehetséges zérushelye x, :42—\/_) és x, = 46—\/_).

Kis szamolassal belathato, hogy az x, megvalositdsa esetén nullmértékii
lenne a dobozunk alaplapja, igy elegendé a méasodik zérushely vizsgalata-
ra koncentralnunk. A V' fliggvény szorzatta alakitisa nemcsak a
zérushelyek megallapitdsa miatt fontos, hanem azért is, mert igy a maso-
dik derivaltat is konnyebben allapithatjuk meg. Mivel

a—x-(2+\/§)Xa—x~(6+3\/§))’ igy

o
2

V' =a-(-4-22)+ x-(18+1242), azaz V"(dzg—ﬁ)}—a'(ﬂﬁ)w’

ami azt jelenti, hogy az x, valoban maximumbhelye a térfogatfliggvénynek.

Példa
Bizonyitsuk be, hogy ha o hegyesszog, akkor fenndll a kovetkezd
egyenl6tlenség:

(1 + L j(l + ! j >3+ 2\/5. Mikor all fenn egyenldség?
sin o cosa

Megoldas

Mindenekeldtt megallapitjuk, hogy az a tetszéleges hegyesszog lehet,
hiszen hegyesszogek esetén sina #0 €s cosa # Oteljesiil. Elvégezve a
baloldalon a beszorzast, adodik az
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1 1
. + .
sina  cosa sinacosa

bizonyitandd egyenlétlenség. Ha a baloldalon k6zds nevezdre hozunk,
akkor a

sina +cosa +1
: >2+242
sin o cosa

egyenl6tlenséghez jutunk. Ha most megprobaljuk csokkenteni a baloldali
tortet, akkor esziinkbe juthat a szamtani és a mértani kdzépértékek kozott
fennalld egyenldtlenség. Mivel a hegyesszog, igy gond nélkiil alkalmaz-
hat6 a

sin a + cosa -
—————>4/SInN-cosc

2
Osszefliggés, amibdl feladatunkra a

sinoc+cosoc+1>2«/sinoc-cosoc+1_ 2 1

+

>24+242

sinoccosa  sina-cosa AJsino -cosa sSina-cosa
kovetkezik. Ez utobbi atalakitds nyoman most mar elegendd a

2 1

+
Asina -cosq  SIno-cosa

egyenldtlenség teljesiilését vizsgalni. Ehhez eldobb ismerjiik fel, hogy

>24242

sina -cosa = %-sin 2a és ebbdl — példaul az
1. . .
ﬂﬂzEWQxﬁg%mﬁ%&@ﬂ%h@g%@—mwma

. 1 . 1 . - | s
sin o -cosa = —-sin 2a < —, tovabba a+/sin a - cosa < — 0Osszefliggés.
2 2 V2
Hivatkozva a

1

g(x) =—, x>0
X

fliggvény szigoruan monoton csokkend tulajdonsagara innen az

! >2,ésaz ; > \/5 kovetkezik.

sin o - cosa A/sin ¢ - cosa
Ebbdl lathatéan a baloldal valdban alulrdl korlatozhato a2 + 2\/5 érték-

kel. Ezt a minimumértéket jol ellendrizhetd modon valdban fel is veszi a
kifejezés,
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V2 .
o = — esetén.
4

Példa
Hatarozzuk meg a

K(x,y) = (2\/§cos(x - y) +2sin(x - y)) (10cos(x + y) + 5)
kifejezés maximumat! Milyen (x, y) szamparok esetén veszi fel a kifeje-
z¢€s ezt a maximumot?

Megoldas

Eszrevehetjiik, hogy normaléssal, illetve a sin(a +p )-ra vonatkozé addi-
cios tétel segitségével a K, (x,y)-nal jelolhet elsd tényezé atalakithato:

K, (x,y)= 4(% cos(x— y)+ %sin (x— y)] miatt

K, (x,y)= 4(sin %cos(x —y)+ cos%sin(x - y)) = 4sin(%+ X— y} .

igy az els6 kifejezés felsé korlatja 4, mig a masodik tényez6é 15. Igy

K (x, y) <4-15=60. meg kell vizsgalnunk, hogy ez tényleg maximum-e!

(7
Ehhez oldjuk meg asm(g oy ] =1 egyenletrendszert.
cos(x+y)=1

Az elsé egyenletbél x—y = % +2km, mig a masodikbdl x+y =2

adodik. Figyelmeztetniink kell a didkokat, hogy itt mindenképpen kiilon
mozg6 egész szamokrol van szd, igy kiilonbozoé betlikkel kell jeldIniink
ezeket. EbbOl 0sszeadassal és visszahelyettesitéssel adodik a megoldas:

M = {(i + m%;—% +(m - 2k)7r]

12

m,keZ}.
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Példa
Legyen

Flxy)= logr (2&“”_&“/”""’2)‘ 4 V2o 2y j .

Mely (x; y) valds szampar esetén veszi fol F'a maximumat, illetve a mini-
mumat?

Megoldas

Mindenekel6tt a fliggvény értelmezési tartomanyat kell meghatarozni.
Ehhez figyelembe kell venniink, hogy x egyrészt a logaritmus alapja (igy
x>0, x #1), masrészt a kitevoben 1€vé négyzetgyokos kifejezésekben is
szerepel. Az innen adodo

. 2
sinx = —
2
2
CosSXx > —
2
egyenldtlenség-rendszer megoldasahoz célszerti segitségiil hivni az

egyseégkords abrazolast, vagy az adott fliggvények ko6zds koordinata-
rendszerben megrajzolt grafikonjat (/3. abra).

13. abra
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Ha az utobbit tessziik, az abrat elemezve megtalalhatjuk az

Xe {% +2kn, keZ" U {0}} feltételt, amelynek segitségével az F a
kovetkezd alakban irhato:

F= oge i RV 2

Ebbdl egyrészt az y >1 feltétel kovetkezik, masrészt a zargjelben 1évo

kifejezésrdl azonnal lathatjuk az a + 1 > 2 egyenldtlenség alkalmazhato-
a

sdgat, hiszen a 2P kifejezés értéke minden y >1 esetén pozitiv. Eszre
kell azonban azt is venniink, hogy az (Y= 1o g%ma fliggvény alapja

k=0 esetén 1-nél kisebb, tehat /" ekkor szigorGian monoton csokkend,
mig ha k pozitiv egész, akkor f szigoruan monoton novekvoé. Igy F-nek

s , ) s . ,
X :Z; y =1 esetén maximuma van, x =Z+2kﬂ', keZ"; y=1 esetén

edig minimuma. A szélsoérték F = 2.
p g 1 Og%+2k7z

Példa
Szamitsa ki az
1
x)= , x € |[—2;0| fiiggvény szélsoértékeit!
S&)= 5 g ¥ < [-20] fugevény

Megoldas
Mindenekeldtt érdemes felismerniink, hogy a nevezdben 1évé masod-

foku kifejezés teljes négyzetté alakithato: (3" —%T +§. E kifejezés
elemzésébdl adodik, hogy zérushelye nincs, hiszen a kifejezés értéke
> g, tehat az eredeti f a teljes [— 2;0] tartomanyon értelmezett. Leolvas-
hat6 tovabba, hogy a nevez0 minimumhelye x =-1, az itt felvett mini-
mum ¢értéke pedig y = g . Mivel normal allasu parabola szerint viselkedik

a nevezO, igy a maximumat az x =—2-n¢l és az x =0-nal felvett fligg-
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vényértékek Osszehasonlitasaval kaphatjuk. Miutan az eldbbi érték g,
s .4 108 , , . .
az utdbbi pedig 3 = T igy az adott tartomanyon a nevez0 maximuma

4 . ., .o
X = 0-nél§. Mivel az f fliggvény a fent elemzett nevezd reciproka, azaz
ugy adodik, hogy egy, az adott tartomanyon szigorian monoton csokkend

(—] fliggvényt érvényesitettiink a nevezOn, igy az f szélsOértéket:
X

_ 2 o _ o) 3
1 =1l 1)—8,1lletve = 1(0) R

Példa
Bizonyitsuk be, hogy ha x,y,z tetszéleges, 1-nél nagyobb valos szamok,

tovibba  K(x;y;z)=log,, /xyz’ -log, xp’z log /x’yz , akkor

K (x; V; z) > 1 teljestil! Mikor all fenn egyenléség?

Megoldas

Célszert attérni k6zos, példaul 10-es alapra. Ekkor a kifejezés — a lo-
garitmus azonossagainak alkalmazasa €s megfeleld csoportositas utdn — a
kovetkezdképpen alakul:
K(x;y;z)— (lgx +1gz)+ (1gy+ lgz) (1gx+ 1gy)+ (lgy +1gz) (lgx +1gy)+ (1gx+ lgz)

2(1gx+lgy) 2(1gx+1gz) 2(1gy+1gz)

Erre mar alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozépértékek kozotti
Osszefiiggést (figyelembe véve a feladat feltételeit). Ekkor példaul az elsd
szorzdtényezd esetén teljesiil, hogy

(lgx+lgz)+(lgy+lgz)
(lgx+lgz)+(lgy+lgz): 2 >\/(lgx+lgz)(lgy+lgz)
2(lgx+lgy) lgx+1gy B lgx+1gy

Mindharom szorzétényezOt ugyanigy atalakitva a K (x, y,z) kifejezésre
adodik, hogy

K(x:2)> Jlgx+1g=)lgy +lgz) lgx+lgyNigy+lgz) lgx+lgyigr+lgz)
lgx+1gy lgx+1gz lgy+lgz
Egyenldség — a kozépértékekre vonatkozo tétel alapjan — pontosan ak-

kor all fenn, ha x = y = z teljesiil.
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Példa
Legyen x,y >0, x,y € R. Hatarozzuk meg a kovetkezd kifejezés mi-
nimumat:
16 16 8 8 4 4 2 2
X y x* Y xT oyt oxT oy ox y
K(xy)= "t =gt gt~y b
X yoox oy x oy x y x

Allapitsuk meg, milyen x,y értékeknél veszi fel ezt a minimumot!

Megoldas
. p o . 1
Konnyen felismerhetd, hogy itt minden bizonnyal az a + — > 2 neve-
a
zetes egyenlotlenséget célszerli alkalmaznunk, de zavarhat minket a né-
hany negativ eldjel. Ezek kikiiszobolésére alakitsunk ki teljes négyzete-
ket:
8 2 8 2 s 8 2 2 2 2 2 2
K(x,y): EEN y—g—l +x—8+y—8+ x—z—l + y—z—l +x—2+y—2+£+1—4-
e X VX y X yo x y x
Mivel a teljes négyzetek mindegyikére teljesiil, hogy > 0, a tovabbi 0sz-

. . 1 g Tt A
szegek mindegyike a +— tipusu, ezért lathato, hogy
a

K(x;y)>2+2+2-4=2.
Ezt fel is veszi, hacsak x = y, hiszen akkor a teljes négyzetek mindegyike

n n

- , illetve az Y -

X

0 lesz, az tipust tortek értéke pedig egyarant 1.

Példa
Legyen a+b+c=12, a,b,c >0!
Hatérozzuk meg a K(a,b,c)=a-b* -¢’ kifejezés maximumat!
Milyen a,b,c értékek mellett veszi fel K ezt a maximumot?
Megoldas
Bovitsiik a K kifejezést a kovetkezé modon:
6a-3b-3b-2c-2c-2

K(a,b,c)z a 5 c3 e
) 6-3°-2

Igy mar eredményesen tudjuk korlatozni K-t feliilrél a megfeleld
szamtani kozéppel:
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(6a+3b+3b+2c+2c+2cj6
6
K(a’b’c):6a~3b~3b~2c-2c~2c£ 6 =£=6912-
6-3%-2° 432 432

Ezt az értéket fel is veszi, ha 6a=3b=2c,azaz, haa=2,b=4,c=6.

Példa

Legyen x,y € [0;12] ,tovabba x-y = (12—x)2 (12—)})2 !

Hatarozzuk meg a K (x, y) = x -y kifejezés maximumat!

Megjegyzés

Miutéan a feltétel miatt 12—x >0 és 12—y > 0 is teljesiil, igy az egyen-
let mindkét oldalabol négyzetgyokot vonva afxy = (12— x)12 - y) alaka
egyenlethez jutunk. Korlatozzuk ennek bal oldalat feliilrdl:

(12—x)(12—y)£(%)2 :(12—";3’)2.

Ekkor ismét alkalmazhatjuk a szamtani és a mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget:

2

(12— x;y) <(i2-yw .

Ezzel a kovetkezd, a =./xy -ban masodfoku egyenldtlenséghez jutunk:
S (12— =)

Kibontva és atrendezve adodik az a’ —25a +144 > 0 egyenldtlenség,
amelynek megoldasa a >16 vagy a <9. Mivel a =./xy <12 a feltétel
miatt, igy csupan a masodik egyenl6tlenség vehetd szadmitasba. Ebbdl
tehat \/xy <9, tovabba a kozépértékek tételének alkalmazasa miatt az x =
y feltétel is kell, hogy teljesiiljon. Mindebbdl adddik az x = y = 9 megol-
das.

Példa

Az ABC haromszég AB, BC, CA oldalan vegyiik fel rendre a tetszés
szerinti, de a csucsoktol kiilonbozd M, K, L pontokat! Bizonyitsuk be, hogy
az MAL, KBM, LCK haromszogek koziil legalabb az egyiknek a teriilete
nem nagyobb az 4ABC haromszog teriiletének a negyedénél!
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Megoldas
Jeloljik a haromszdg oldalain keletkezett szakaszokat a /4. abrdnak
megfelelden!

24. abra
Ekkor 7, - Zel=ybsina _ 4y 7 M =x(1-2)T,
2
o yb(l - x)a siny , .
tovabba T, = 5 = y(l —x)T , ahol T"az ABC haromszog

teriilete. E harom teriilet szorzatara a szamtani €s mértani kozépértékekre
vonatkozo6 tétel alapjan

+1=x\(y+1-y\(z+1- 1
T T Tew = x(l _x)J’(l _Y)Z(l _Z)T3 < (x > xj (}’ > yj (Z > ZJTB = aTB )
Ebbo6l mar kovetkezik a feladat allitasa, hiszen ha mindharom tertlet na-

1
gyobb lenne ZT -nél, akkor a szorzatukra éppen ellenkezd iranya egyen-

16tlenség teljesiilne.
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6.5. Algebrai és fiiggvénytani eszkozok kombinalasa egyenlotlensé-
gek megoldasaban

A figgvények tulajdonsagainak ismerete rendkiviil hasznos lehet al-
gebrai jellegli feladatok, egyenletek, egyenldtlenségek megoldasa soran.
Erre mutatunk néhdny példat a teljesség igénye nélkiil.

Példa

Oldjuk meg a valos szamok halmazéan az x—2 > 0 egyenldtlenséget!

Megoldas

Mindenekel6tt tisztaznunk kell a feladatban szerepld kifejezés értelme-
zési tartomanyat. Ehhez meg kell oldanunk a3 —2x—x”> =0 egyenletet.
Mivel ennek megoldasai x, =1, x, =-3,igy D = R | { l;—3}. Eredmé-
nyiinket felhaszndlva a nevezdt szorzat-alakban felirhatjuk, és megalla-
pithatjuk, hogy olyan forditott allasu parabola e kifejezés képe, amelynek
zérushelyei 1 és -3 (g(x)=(1-x)(x+3)).

Hasonloan a szdmléaloban 1évo kifejezésrdl is elmondhato, hogy képe
normal allasu parabola, -1 és 2 zérushelyekkel ( f (x) = (x + 1)(x — 2)) Az
(r+x-2)

(1-x)x+3)
Masrészt lathatd, hogy az egyenldtlenség akkor teljesiil, ha a szamlalo

¢s a nevezd azonos eléjelt (vagy ha a szamlalo 0). A k6zos koordinata-
rendszerben torténd dbrazolds megkdnnyiti a megoldast (15. abra).

egyenl6tlenség tehat igy is irhato:

15. abra
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Az abrardl konnyen leolvashatd, hogy mindkét fliggvény pozitiv -3 €s -
1 kozott, illetve mindkettd negativ 1 és 2 kozott. A feltételeket is figye-
lembe véve az egyenldtlenség megoldadshalmaza tehat:

M=]-3-1]u]; 2].

Irracionalis egyenldtlenségek megoldasa soran is alkalmaznunk érde-
mes a masodfoku fliggvényekre vonatkozo ismereteinket.

Példa
Oldjuk meg a valos szamok halmazéan az

x” —10x+3+5-4/(1-x)fx—9) < 0 egyenlétlenséget!

Megoldas

Természetesen ebben az esetben is az értelmezési tartomany meghata-
rozasaval kell kezdeniink. Felismertetjiik, hogy a négyzetgyok alatti kife-
jezés képe forditott allasu parabola, amelynek zérushelyei (1 €és 9) a szor-
zat-alakbol kdnnyen meghatarozhatok. Azonnal érdemes fel is rajzoltatni
ezt a parabolat, hogy az dbra is segitse tovabbi munkankat (76. dbra). Az
abrazolas soran a GeoGebraban is élhetlink az x :y beosztds-arany meg-
valtoztatasanak lehetdségével, hiszen csak a fliggvény jellege ¢és
zérushelyei a fontosak szamunkra.

o]
oh
i

- k2
th (]
|

-
[}
TN T T T T A A I A A O

h

[}

n

16. abra

Tovabb vizsgalva az egyenlOtlenséget, felismerhetjiik a négyzetgyok
alatti és a négyzetgyokon kiviili masodfoku polinom szerkezeti hasonlo-

sagat. [gy célszertinek latszik bevezetni az a =+/— x> +10x—9 1j isme-
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retlen, amivel egyenlOtlenségiink a  kovetkezd alaku  lesz:
—a’+5a-6<0. A masodfoki egyenletek megoldasaban, illetve a
Viete-formuldk hasznélatdban jartas didkok azonnal latjak az a, =2 és
a, =3 zérushelyeket, fel tudjak vazolni az Gjabb forditott allast parabolat

és le tudjak olvasniaza < 2 vagy a >3 részmegoldast.
A tovabbiakban tehat meg kell oldanunk a

N=x>+10x-9 < 2, illetve ay/— x> +10x -9 >3

egyenldtlenségeket. Miutan az egyenldtlenségek mindkét oldalan
nemnegativ szamok szerepelnek, igy mindkettdben elvégezhetjiik a négy-
zetre emelést. Az elsé egyenlétlenség igy —x° +10x—13 <0 alakd lesz.
Mieldtt ezt is megoldanank, illetve dbrazoltatnank, érdemes felismertetni,
hogy a korabban vizsgalt f, (x) =-x>+10x -9 fiiggvényen végrehajtott
értéktranszformacioval, az y tengely mentén -4 egységgel valo eltolassal
szarmaztathatd az egyenlOtlenség bal oldalan all6 masodfoku kifejezés,
igy zérushelyei (ha lesznek) biztosan az 1 és a 9 értékek koz¢ esnek majd.
Az é4brazolas természetesen igazolja elképzelésiinket, de az

X, =35 +24/3 zérushelyekrdl szamoléassal is megallapithatjuk nagysag-

rendjiiket, ha éppen ezt a feladattipust is gyakoroltatni akarjuk.
A figgvények kozds koordinata-rendszerben torténd abrazolasa utan
(17. abra) leolvashatjuk a feladat részmegoldésat:

M, =1;5-23U s+ 2439

[
o
Liid

—= %]
o [=]
i

=
o
T T T T T T O I O I B A B I A A

o

o

tn

17. abra
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A masik egyenlOtlenség megolddsa hasonldan adodhat. Itt
a—x° +10x—18 > 0 egyenlStlenségre jutunk. Felismertetjiik, hogy a bal
oldalon 4ll6 masodfoku kifejezés szintén az f,(x)=—x*+10x—-9 fiigg-

vény y tengely mentén torténd eltolasaval adodik, csak itt -9 egységgel
kell ezt megtenniink. A megfeleld abrat elkészitve leolvashato az

M, = JS—\/7 ;5 ++/7 l (rész) megoldashalmaz. E két halmaz egyesitése
adja a feladat végs6 megoldasat:

M =M, UM, =|1;5-23|0 b =75+ 7| U b + 243:9)(18. dbra).

10

o

o
I T T T T T T Y A

n

18. abra

Példa
Oldjuk meg a valés szamok halmazan a2sin2(2x+ y)z 37T 437
egyenl6tlenséget!

Megoldas
A megoldéashoz a fliggvények értékkészletének vizsgalata vezethet. A
bal oldali kifejezés esetén 0<2sin’(2x+y)<2 teljesiil. A jobb oldalon

a+l alaku kifejezést vehetiink észre, és mivel tudjuk, hogy a
a
f (x):3"‘” fliggvény értékkészlete a pozitiv szamok halmaza, igy az

a+122 egyenlbtlenség alkalmazasdval belatjuk, hogy a jobb oldal
a

értékkészlete a[2;oo[ intervallum. Igy az egyenltlenségbdl csupan az
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egyenldség allhat fenn. Mindezt a két fliggvény kozos koordinata-
rendszerben valo felrajzolasaval is szemléltethetjiik (79. dbra).

N/ N/

o ™2 ul ammiz

19. abra

A megoldas ezek utdn konnyen adodik. Emlékeztetjiik a didkokat a
szamtani €¢s a mértani kozép kozotti egyenldtlenség alapjan arra, hogy a
jobb oldalon 37" =1 kdovetkezik, amibdl x =7 adddik. Ezt behelyette-
sitve a bal oldali kifejezésbe, a2sin2(2ﬂ + y) =2 egyenlet megoldésa lesz
a feladatunk. Felismertetve, hogy a bal oldalon 4ll6 fiiggvény m=-
periodikus, elegendd megoldanunk asin? y =1 egyenletet. igy az egyenlet

megoldasai a(ﬂ;% +k- 77:] alaku szamparok, ahol k€ Z .

Példa
Oldjuk meg a valos szamok halmazan a

log, x+3 +1 < 2 egyenldtlenséget!
5 X +2

Megoldas
Az értelmezési tartomany megadasahoz mindenekeldtt meg kell olda-

nunk az x+§ > 0 egyenlbtlenséget. Ez alkalmat adhat szdmunkra, hogy
X+

felidéztethessiik a racionalis tortfliggvények abrazolasat.
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x+3

x+2 x+4+2
bolat dbrazolni, melynek aszimptotai az x = -2 és az y = 1 egyenesek. A
masik, négyzetgyokvonas miatti feltételiink a

x+3

Az +1 atalakitas elvégzése utdn konnyen tudjuk a hiper-

+1>0,

lo
g‘Ex+2

o s . . —y 'L
amibdl atrendezéssel €és az log, x (vagy inkabb az (E) ) fliggvény

2
szigoruan monoton csdkkend voltara torténd hivatkozassal adodik az
x+3

x+2
many meghatarozasaban (D = ]— oo;—3[u [— l;oo[).

<2 egyenldtlenség. Az abrazolas itt is segit az értelmezési tarto-

Az egyenldtlenség megoldasdhoz négyzetre kell emelniink mindkét ol-
dalt (ezt szabad megtenniink, hiszen mindkett6 nemnegativ). Atrendezés
¢€s a szigoruan monoton csokkenésre torténd Ujboli hivatkozas utdn az
x+3
x+2
hasznalni dbrankat, bar a metszéspont meghatarozasa algebrai eszk6zok-
kel kell, hogy torténjen. A feladat megoldasa tehat az

>l egyenldtlenség adodik. Ennek megoldasdhoz ismét feltudjuk

M = }— oo;—2—72[ U [— l;oo[ szamhalmaz (20. dbra).
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Szamos hasonlo feladattal taldlkozhatunk a feladatgylijtemények, tan-
konyvek lapjain, jo résziik természetesen egyszeriibb az itt bemutatottak-
nal. Barmilyen nehézségli is a feladat, a fliggvénytani alapu szemléltetés
eszk6zét gyakran érdemes alkalmazni, hiszen jelentdsen megkonnyitheti a
feladatmegoldast és a megértést.
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6.6. A hatarérték- és differencialszamitas tanitasanak kérdései

A hatarérték- és differencidl-szamitds az emelt szintli érettségi kove-
telményrendszerében talalhatd, igy azokban a csoportokban érdemes
foglalkoznunk vele, ahol emelt szintli érettségire készitiink fel, illetve
ahol emelt éraszamban oktatjuk a targyat abban a reményben, hogy a dia-
kok egy része eljut az emelt szinten torténd érettségizés gondolataig.

Akar orakeretben, akar délutani fakultacion dolgozzuk fel a témakort,
mindenekelétt meg kell taldlnunk a helyét a tanmenetiinkben. Tapaszta-
lataink szerint az iskoldk, illetve a kollégak egyik része e tekintetben azt
az utat valasztja, hogy mind a differencial-, mind az integralszamitas té-
makorét az utols6 utani pillanatra, a 12. évfolyam masodik félévére
hagyja, mondvan, hogy ezek tigysem illeszkednek szorosan a tobbi téma-
korhoz, inkabb a felséfoku tanulméanyokat készitik eld, igy elegendd ak-
kor foglalkoznunk veliik. Ennek az elgondolasnak az a hatuliitéje, hogy
az érettségi kozeledtével ezt a két fontos témakdrt hajlamosak vagyunk
elnagyolni, nincsen ideje e nehéz tananyagnak bevésddnie, illetve a dia-
kok kdnnyen Osszekeverik a derivalas €s az integralas miiveletét, ha koz-
vetleniil egymas utan targyaljuk ezeket.

Az altalunk kovetenddnek tartott sorrend a kovetkezd: a 11. évfolyam
elsé félévében, egy bdséges fliggvénytani ismétlés utdn foglalkozzunk a
fiiggvény hatarértékének bevezetésével, hogy aztan ezt felhasznalva tud-
juk definialni a differencial-hanyadost, illetve targyalni a differencial-
szamitas elemeit. Ez a mod kiilondsen célszerli azokban a fakultacios
csoportokban, ahol a didkok az adott évfolyam kiilonb6z6 osztalyaiba
jarnak, s esetleg mindossze a fakultacid orain talalkoznak az adott tanar-
ral: igy ugyanis a fliggvénytani ismétlés soran egyrészt képet kaphatunk a
didkok felkésziiltségérdl, ,,szintre hozhatjuk™ azt, masrészt az egyes kol-
légék altal addigra sajnos gyakran 0sszehozott tantervi csuszasokat is ki-
egyenlithetjiik, ,,bevarva” a késésben 1€v0 csoportok didkjait a kdvetkezd
témakor kezdetéig. Persze ennek a sorrendnek is megvannak a hidnyossa-
gal: az exponencialis és a logaritmus-fliggvény hatarértékeivel, differen-
cial-hanyadosaval csak késobb, ezek definidldsa utan tudunk foglalkozni,
mint ahogyan a gorbe adott pontbeli érintdjének meghatarozasarol is a
tovabbiakban, a koordinata-geometria témakorén beliil kell, hogy emlitést
tegyiink. A sorozat hatarértékét a sorozatok altalanos targyaldsa soran, a
11. évfolyam végeén, illetve a 12. évfolyam elején érdemes definidlni, mig
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az integralszamitast a térfogatszamitas kornyékén, a 12. évfolyam elsd
felében.

Ha a fentiek szellemében jarunk el, akkor a fliggvénytani ismétlés so-
ran, az alapfliggvények tulajdonsigainak targyaldsakor mar érdemes utal-
nunk a végtelenben vett hatarérték szemléletes jelentésére (példaul a ma-
sodfoku, illetve az exponencialis fliggvény kapcsan), tovabba a véges helyen
vett végtelen hatarértékre (a racionalis tortfliggvény felidézésekor).

A legfontosabb ujdonsagot, a véges helyen vett véges hatarérték tar-
gyalasat is megalapozhatjuk a specialis fliggvények (eldjel, egészrész,
tortrész) ismétlésekor, mégis célszerli egy-két egyszerti példaval bevezet-
ni a fogalmat.

Példa

Abrézoljuk és jellemezziik a leheté legbévebb szamhalmazon értelmezett,

2
f (x) =X _24 hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt!

Megjegyzés
A didkok hamar észre kell, hogy vegyék a nevezd miatt fennalld x = 2
feltételt, azaz azt, hogy az értelmezési tartomany D, = R\{2}. Ha az 4b-

razolasra keriil a sor, akkor viszont elészér nem ismerik fel, hogyan le-
hetne célszeriien szemléltetni a szakadast a fliggvénygorbén. Nem segit
ebben a GeoGebra program sem, mert bar az f fliggvényt abrazolva az
alakzat (2; 4) pontjara kiirja, hogy ,,nem definialt”, ez a folytonossagi
hiany mégsem lathato a gorbén. Igy ha mégis e programmal akarjuk
szemléltetni fliggvényiinket, egy kis ,,kegyes csaldshoz” érdemes folya-
modnunk: az egyszeriisités utan adodd f,(x)=x+2 fiiggvényt kell abra-

zolnunk, s ezen jeloljiikk meg a (2; 4) pontot (21. dbra).
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T T T T
-2 -1 #] 1 2 3

21. abra

A fliggvény tovabbi jellemzése mar konnyebben mehet, bar az érték-
készlet felismerésében némelyik didk segitségre szorulhat (R. ;=R\ {4})

Ezen eldkészités — illetve tovabbi, hasonldan egyszert példak — utan ér-
demes pontosan kimondani a véges helyen vett véges hatarérték fogalmat.
Definicié
Az f figgvénynek az x, € R helyen létezik (véges) hatdrértéke és
ez lim f(x)=A4eR,

ha V & >0-hoz3 5(¢)>0, hogy V x € Jx, = 5(e)kx, +5(e)n D
esetén | f(x)- A| < ¢ teljestl.

f

A fenti definicid a kozépiskolasok szamara természetesen nagyon ne-
hezen érthetd, mégis érdemes igy targyalni a hatarértéket, hiszen ezzel a
didkok izelitét kaphatnak az egyetemi szintli matematika rejtelmeibdl.
Masrészt itt €s ekkor megadhatjuk nekik azt a szemléltetést, amirdl e de-
finici6 kapcsan az egyetemeken oktatd kollégdk gyakran elfeledkeznek, s
igy elore helyes képet alakithatunk ki didkjainkban e fogalomrol.

Ez utobbit segitheti, ha példaul animalt abrat készitiink a GeoGebraban
a definici6val kapcsolatban (22. dbra).
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4+3(g) :

W H-——F——-

4-6(g)
3

2€ 2+€

22, abra

A programban bedllitjuk az e valtoz6 értékét, majd a téle fliggd
x =2-e, x=2+eegyeneseket abrazoljuk. Ezeknek az f (x) =x+2-vel

meghatarozott metszéspontjain 4t merdlegest allitunk az y tengelyre (ezek
lesznek a4 + e, 4 — e egyenesek a példankban). Ha példaul megjeldljiik az

e . ot A P
x=2 +5 egyenest, illetve az ehhez az x értékhez tartozd fliggvényérték

egyenesét az abrankon (szaggatott vonallal), és eltiintetjiik a felesleges
vonalakat és pontokat, akkor a cstszka beallitasaval (példaul 0.01-t6l 1-
ig, 0.01 Iépéskozzel) kezdhetjiik is az dbra animalasat.

A véges helyen vett végtelen, illetve a végtelenben tekintett véges, to-
vabba végtelen hatarérték pontos definicidjat is megadhatjuk, de ha ugy
dontiink, hogy ezekkel kapcsolatban elegendd a helyes szemlélet kialaki-
tasa, akkor bdséges példaanyagon keresztiil, az ismert alapfiiggvények

felidézésével is targyalhatjuk ezeket. Az f(x)= ! fiiggvény kapcsan ér-
X

demes kitekinteniink a jobb-, illetve baloldali hatarérték fogalma felé is.
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A hatarérték-szamitasi tipusfeladatok koziil az aldbbival érdemes
részletesebben foglalkoznunk.

Példa
. —x"+4x-3

Hatarozzuk meg a lim f il hatarértéket!
=3 2x” —14x+24

Megjegyzés

A didkok jelentds része nehezen tudja eldallitani, illetve kezelni a ma-
sodfoku egyenletek, kifejezések gyoktényezds alakjat, emiatt is fontos az
ilyen jellegli feladatok kitlizése. A szamlaloban és a nevezdben taldlhato
kifejezések zérushelyének megallapitasa utan a szorzatalakot kell eldallita-
nunk, majd az egyszeriisités és behelyettesités utdn adodik a végeredmény

lim —x? +4x-3 :hm—(x—l)(x—3) lim -x+1 1l
=3 2x? —14x+24 3 2(x—4)x-3) =3 2x-8

Ha van elég idonk, a fliggvény dbrazolasat, jellemzését is célszerti el-
végeztetniink.

A hatéarérték fogalmanak elmélyitése utan bevezetjiik a differencia-,
tovabba a differencidl-hanyados fogalmat. A definiciot abrakkal, illetve
fizikai példakkal is érdemes szemléltetni, illetve utalnunk érdemes a ké-
sObb tanuland6 koordinata-geometriai vonatkozasokra is.

Az alapderivaltak €s a derivaldsi szabalyok alapos begyakoroltatasa
utan két feladattipusra kell koncentralnunk: a tortes, valamint harmad- és
negyedfokt fliggvények teljes vizsgalatara, tovabba a szoveges sz€élsOér-
ték-feladatok megoldasara.

Példa

x?+1

Abrazoljuk ¢és jellemezziik az f (x) = , X € R fuggvényt!
X

Megjegyzés

Azért érdemes éppen ezt a fliggvényt nagyitod ald venniink, mert észre-
vetethetjiik, hogy a korabban, a nevezetes kozépértékek targyaldsa soran
megismert azonossagok fliggvény-alakjarél van tulajdonképpen szo

1 . 1
(a+—22, ha a >0, illetve a+—<-2, ha a<0).
a a

Az abréazolas segit vizudlisan is rogziteni ezeket a sokszor és jol hasz-
nalhat6 egyenldtlenségeket.
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Példa

A nyomda egy plakatot 14 400 példanyban allit eld. A koltségeket csak
a nyomtatdshoz felhasznalt nyomolemezek (klisék) darabszamanak val-
toztatasaval tudjak befolyasolni. Egy nyomdlemez 2500 Ft-ba keriil, és a
nyomolemezek mindegyikével oranként 100 plakat késziil el. A nyomo-
lemezek aran feliil, a lemezek szamatodl fiiggetleniil, minden nyomtatasra
forditott munkaora tovabbi 40 000 Ft koltséget jelent a nyomdanak. A
raforditott id6 és az erre az idore jutd koltség egyenesen aranyos.

a) Mennyi a nyomolemezek aranak €s a nyomtatasra forditott munka-
orak miatt fellépd koltségnek az Osszege, ha a 14 400 plakat ki-
nyomtatasahoz 16 nyomolemezt hasznalnak?

b) A 14 400 plakat kinyomtatasdt a nyomda a legkisebb kdltséggel
akarja megoldani. Hény nyomolemezt kell ekkor hasznalnia?
Mennyi ebben az esetben a nyomolemezekre €s a raforditott mun-
kaiddre juto koltségek dsszege?

Megjegyzés
A fenti feladat a 2011. majusi emelt szintli érettségi egyik valaszthato
példaja. Azért érdemel kiilon figyelmet, mert a b.) részben a

6
K(x):2500x+m, xeN"
X

figgvény sz€lséértekét kell meghatarozni. Ha ezt a derivalt vizsgélata-
val szeretnénk megtenni, akkor mindenekel6tt ki kell terjeszteniink a
fliggvényt a pozitiv valdés szdmok halmazara. Az igy kiterjesztett fligg-
vény mar differencidlhaté, minimuma az x =48 helyen van. Mivel ez
természetes szam, igy az eredeti fliggvénynek is itt van a minimuma.

A koordinata-geometria targyalasa soran mindenképpen ki kell térniink
a gorbe adott pontbeli érintdjének meghatarozasara, illetve fel kell eleve-
niteniink azt, hogy ezen érintd meredeksége a fliggvény adott pontbeli
differencial-hanyadosaval egyezik meg.

Késobb, a sorozatok témakorében ismét vissza kell térniink a hatarér-
ték fogalmara. Itt is célszeri a definiciét pontosan kimondanunk ¢&s
szemléltetniink.

Definicio
Az a, sorozat konvergens, €s hatarértéke az 4 € R szam, ha V ¢ >0

esetén 3 N(g)e N* kiiszobindex, hogy V n > N(g) esetén |an —A| <e

teljestl.
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Megjegyzés

Ez a definicié sem konnyti, igy a szemlé€ltetés és a boséges példaanyag
most is rendkiviil fontos. A hatarértékkel kapcsolatos tételek kimondasa
mellett hasznos egy-egy esetben a konkrét pozitiv e-hoz tartozo kiiszob-
index megadasa is.

Példa
2n—1
n+1

Hatarozza meg az a, = ,n € N sorozat hatarértékét, majd adja

meg az € = 100 -hoz tartoz6 kiiszobindex értékeét!

Megoldas
A hatarérték kiszamitdsahoz alakitsuk at a kifejezéstinket:
1
- 2
lima, =lim n_=-3,
n—0 n—0 1 + L
n
A kiiszobindex kiszamitdsahoz a definiciot hasznaljuk:
2n—1 1
a| o egyenl6tlenség megoldasa n > 299,
| n+1 0

igyaz N (ﬁ) =299 megfelel6 valasztas.

cres

A geometriai jellegli példakon kiviil ekkor a végtelen, nem szakaszos ti-
zedes tortek kezelését is napirendre tlizzik.

Példa
Bizonyitsuk be, hogy az x = 0,15 szam racionalis!

Megjegyzés
A 9. évfolyamon mar megismert atirasi modszer felidézése mellett

. . 1 ) 1 I
felismertetjiik, hogy ag = 100 kvocienstl, a, = % kezdeti értékii mér-

tani sor 0sszegét kell meghataroznunk. Behelyettesitve:

172



FUGGVENYTANI ESZKOZOK ALKALMAZASA
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6.7. Az integralszamitas bevezetése

A differencial-szamitashoz hasonléan az integralszamitas helye sincs
pontosan kijeldlve a kozépiskolai tanulmanyok soraban. Ugyanakkor
minden koriilmény amellett szol, hogy a 12. évfolyamon, a sorozatok tar-
gyaldsa utan, a térgeometriai fejezet kornyekén talaljuk meg e témakor
helyét.

Az egyik lehetséges, logikus rend szerint a teriiletszamitasi fejezethez
kapcsolhatjuk, hiszen a kor részei teriiletének felidézése utan egyenesen
kovetkezhet a fliggvényekkel hatarolt gérbe vonalu alakzatok teriiletének
kiszamitasa. Ha ide illesztjiik az integralszamitast, akkor mar csak az a
dilemmank adddhat, hogy a forgastestek térfogatszamitasat is itt alapoz-
zuk-e meg, vagy szakitsuk azt ki e fejezetbdl, és majd a térgeometria tar-
gyalasakor térjiink ra vissza. Allaspontunk szerint hasznosabb, ha egysé-
gesen kezeljik az integralszamitasi ismeretek atadasat, beleértve a for-
gashenger, forgaskup, csonkakup €és gomb térfogatdnak kiszamitasat, s
keésobb visszautalunk az itt megszerzett tudasanyagra.

A témakor bevezetése hagyomanyosan az also és felsé integralkozelitd
Osszegek segitségével torténik. Ezt azonban — figyelembe véve a tan-
anyagban végbement hangsuly-eltolodasokat — nem célszerli matematika-
ilag egzakt modon levezetni, sokkal fontosabb, hogy szemléletet adjunk
az eljarasrol, egyszerli példak segitségével. Valaszthatjuk példaul az

1,
Sx)=x

gorbe alatti teriiletének kétoldali kozelitését az x, =1 és x, =5 hata-
rok kozott. Ha ezt 3-4 1épésen keresztiil kiszamittatjuk, akkor vilagossa
valhat az elv a didkok szamara és elérevetithetjiik a témakor értelmét és
céljat. JOl segitheti munkdnkat az interaktiv tabla szines téglalaprajzolo
funkcioja, illetve — ha van erre elég idonk — akar a GeoGebra éabraival is
elokészithetjiik a szemléltetést (23. abra).
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23. abra

A fejezet érdemi targyalasat a hatdrozatlan integral, illetve a primitiv
figgvény fogalmaval kell kezdentink.

Definicié

Legyen adott az [ — R, illetve az f:1 — R fuggvény. AzF :I > R
fiiggvényt az f primitiv fiiggvényének nevezziik, ha F differencialhat6 I-n,
és F'(x)zf(x) (x el).

Megjegyzés

Ha F primitiv fliggvénye f-nek, akkor Vc e R esetén a F’ (x)+cis pri-
mitiv fliggvénye f-nek.

Definicié
Egy f fuggvény (6sszes) primitiv fliggvényeinek halmazat az f hatdro-

zatlan integraljdnak nevezzik. Jele: I Fx)dx = F(x)+c.

E fogalmak koriiltekint6 tisztdzasa utan sort kerithetiink az alapinteg-
ralok, illetve az integralasi szabalyok bevezetésére, felidézve a differenci-
al-szamitds megfeleld ismereteit. A legfébb gondunk itt az lehet, hogy
milyen mélyre nyuljunk az ismeretek atadasa terén. E tekintetben a tan-
konyv-szerzOk, tovabba a példatarak Osszeallitdoi is nagyon kiillonbdzo
allaspontra helyezkednek. Tapasztalatunk szerint az alapintegralok és
integralasi szabalyok mellett elegendd az
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o+l
If(ax+b)dx=lF(ax+b)+c,az J.f'-f”‘:f ,
a a+l1

valamint egy-két példan keresztiil a parcialis integralas szabalyanak
ismertetése.

Miutan begyakoroltattuk a hatarozatlan integral kiszamitasat, ratérhe-
tiink a hatarozott integral kiszdmitdsara a Newton-Leibniz formula segit-
ségével. Kezdhetjiik akar a kordbban emlitett példa megoldasaval.

Példa

5
Szamitsuk ki az j 12 ax hatarozott integral értékét!
1
Megjegyzés
Hangsulyoznunk érdemes, hogy esetiinkben a feladatot a kovetkezd
szoveggel is kitlizhettiik volna: ,Hatdrozzuk meg az f (x): x’ fliggvény
gorbe alatti teriiletét az az x, =1 és x, =5 hatarok kozott!”
5 373
1 1 12 1 31
T:J.—xzdx: T 15 1 381 :
" 4 4 3] 12 12 3

Az egyszerli gyakorlo példak kozott érdemes olyat is mutatni, ahol a
keresett teriilet az x tengely alatt helyezkedik el.

Példa

Hatarozza meg az f (x) = x> —4 fiiggvény grafikonja és az x tengely
altal hatarolt zart sikidom tertiletét!

Megoldas

Mindenekeldtt fel kell ismertetniink, hogy sziikségiink van a fliggvény
zérushelyeinek kiszamitdsara, illetve érdemes abrazoltatnunk is a fligg-
vényt. Ra kell mutatnunk, hogy a hatarozott integral itt negativ értéket ad;
a teriilet ennek az abszolut értékeként adodik:

2 3 2

J (2~ = | % - 4 8 g4 g-
) 3 L 13

Mutassuk meg, hogy a GeoGebra az integralas miiveletében, megolda-

3
sunk ellendrzésében is segitségiinkre siethet — egyrészt a Fiiggvényvizs-
galat opci6 hasznélataval, masrészt az Integral eszkozzel (24. abra).

32| 32

T = .
3 3
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Erdemes ilyenkor felhivni a figyelmet a gépi szamitas lathaté pontat-
lansagara!

. Fiigawényvizsgdlat

1 0=x-s
Tulajdonsdgy | Erték
Minimum 0.-4
Madmum 2,m
ik Tébb gyiik
Integral -10.647
Terilet 10.647
N Atag -3 BB18
Hossz 8.8404
2 |=xs2 |
P | F N S 1

24. abra

Tanulsagos lehet a kovetkezd példa is.

Példa
Szamitsuk ki az f (x)z sinx fliggvény €és az x tengely altal hatarolt
zart sikidom(ok) teriiletét az x = —z és az x = 7 hatarok kozott!

Megjegyzés
Mutassuk meg, hogy ha o6vatlanul kiszdmitjuk az
J. sin xdx értékét, eredményiil 0-t kapunk. A szinuszfliggvény képé-
nek felidézésével ravezethetjiik a diakokat ennek okdra, s arra is, hogy a
paratlansag tulajdonsadganak ismerete segithet a konnyebb szdmitdsban
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(T = 2jsin xdx = 2[-cosx[} = 4] :
0

A gorbe alatti teriiletekre vonatkozd feladatok utan ratérhetiink a két
gorbe altal hatarolt sikidomokra. Ennek az az egyik eldnye, hogy a 12.
¢vfolyamon ujra meg Ujra felidézhetjiik az egyes fliggvénytipusok képét,
metszéspontjaik kiszdmitasanak modjat.

Példa

Hatarozzuk meg az f (x) =Jx ésa g(x) =x" fiiggvények grafikonjai
altal hatarolt zart sikidom teriiletét!

Megjegyzés

Miutdn a diakok jelentds része hajlamos elnagyolni a fliggvényabra-
zolast, igy ,.els6 ranézésre” hajlamosak akar azt is gondolni, hogy nincs
ilyen sikidom. Mutassuk meg, hogy az egységek megfeleld megvalaszta-
saval feltarhatjuk e sikidom mibenlétét. Ebben akar a GeoGebra nagyitott
abrdja is segitségiinkre lehet (25. dbra), bar értékesebb, €és a célunknak
jobban megfelel, ha maguk a didkok készitik el azt.

u] | | 1
25. abra

Ugyanezt mondhatjuk a metszéspontok meghatarozasardl: a+/x = x°

egyenlet korrekt megoldasarol természetesen nem mondhatunk le, még ha
latjuk is a metszéspontokat az dbrankon.
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1
[ E;“

A teriiletszamitasi feladatok begyakorlasa utdn attérhetiink a forgas-
testek térfogatanak meghatarozasara. A térgeometria tanitdsa sordn gyak-
ran szembesiiliink azzal, hogy a didkok egy része nehezen latja, milyen
forgastest keletkezhet sikidomok forgatdsa soran. Nem lehet elég sok
ilyen jellegli feladatot megoldani, hogy a helyes szemlélet kialakuljon.
Mindezt itt, az integralszamitds tanitdsa soran is segithetjiik, fliggvény-
gorbek forgatasaval.

A henger, a ktp, a csonkakip és a gomb térfogatanak kiszamitasakor
mindenekeldtt tanulsagos a didkokkal felismertetni, hogy milyen fligg-
vényt, milyen hatdrok kozott érdemes ahhoz megforgatnunk az x tengely
kortl, hogy a kivant paraméterekkel rendelkezd forgastesthez jussunk. Ez
a henger ¢és a kup esetén viszonylag konnyebben sikeriilhet (26. abra).

26. abra

A megfeleld fliggvény felismerése utan a térfogatot konnyen kisza-
mithatjuk a

V:ﬁj.fz(x)dx

Osszefliggés felhasznalasaval:
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m 2 2 3™ 2
Vzﬂj‘(r—z-xz]dXZE{r—z-x—} ===
o \m m- 3 3

0

Utalnunk érdemes arra a tényre is, hogy itt van igazan jelentdsége a dx
jelolésnek, hiszen ez egyértelmiien mutatja, hogy a sok betli kdziil melyik
a fliggvény valtozoja, ami szerint integralnunk kell.

Nehezebben, de arra is ra tudjuk vezetni a didkokat, hogy a csonkagula
esetében a megforgatando fliggvény az

)=

m

ahol R az alapkor, r pedig a fedOkor sugara. A legnehezebb, mégis ta-
lan a leghasznosabb a gomb térfogatképletének a levezetése, hiszen itt
moédunkban all felidézni a koordindta-geometriai ismereteket, utalva arra,
hogy a kor implicit egyenletébdl hogyan allithatjuk el6 a munkankhoz
sziikséges (felsd) felkor explicit egyenletét. A térfogat kiszamitdsa abban
a tekintetben is rendkiviil tanulsdgos, hogy ismét lehetdségiink adodik
ramutatni az x valtozo és az r paraméter egymastol elkiiloniild szerepére.

A gomb térfogatara az f(x)=+/r’ —x* fiiggvény felismerése utén a

" 2
V=r- I(\/rz —xz) dx Osszefliggésbol

V=m- rzx—ﬁ ’ =7 r3—ﬁ— —r3—_r3 :4r37r
3], 3 3 3

szépen adodik.

A fenti térfogatképletekre késObb, a térgeometria tényleges targyalasa-
kor mar elég ismerdsként utalni, masrészt konnyli meggydzni az emelt
szintli érettségire vallalkozd didkokat, hogy e bizonyitdsok barmelyikét
konnytiszerrel felvallalhatjadk a szobeli elméleti tételek kidolgozasa,
megtanuldsa soran.
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7. wElfelejtett” feladatmegoldasi algoritmusok

BALLA Eva

7.1. Algoritmizalhato tipusfeladatok az egyenletek témakorben

7.1.1. Szoveges feladatok megoldasa (tablazat, egyenlet, egyéb

megoldasi modszerek)

Szoveges feladatok megoldasa soran forditsunk elegendd 1dot és fi-
gyelmet a szovegbeli Osszefliggések megkeresésére, az ismeretlen célsze-
rit megvalasztasara. Gyakran lehet — és érdemes — az adatainkat tablazatba
rendezni, abrat késziteni, igy jobban lathatova valik a mennyiségek ko-
z06tti kapcesolat. Ne feledjiik, hogy megoldéasainkat a szoveg alapjan kell
ellendrizni, és nem elég az ismeretlent megadni, a kérdésre kell (szovege-
sen) valaszolni! A szdveges feladatok egy része egyenletek alkalmazasa
nélkiil is megoldhatd, de csak teljes megoldast fogadjunk el!

Megoldasi modszer: visszafelé gondolkodas mddszere (rakstratégia)

Feladat

Nagymami palacsintét siitétt harom unokajanak. El8szor Adam érke-
zett, aki megette a palacsintdk negyedét. Aztdn Bence jott, aki megette a
maradék palacsintdk harmadat, és még kettdt. Végiil Csilla jott, aki me-
gette a maradék negyedét €s az utols6 harom palacsintat. Hany palacsintat
siitott a nagyi, €s mennyit ettek az unokdk kiilon-kiilon? (Konfar et al.
2010: 17.)

Megoldasi modszer: egyenlettel, tablazatok hasznalataval
Eletkorral kapcsolatos feladatok

Példa

Kata 2 éve haromszor annyi idds volt, mint amennyi a testvére volt ak-
kor. Harom év mulva mar csak kétszer annyi idds lesz, mint a testvére.
Hény évvel idésebb Kata a testvérénél? (Konfar L. et al. 2010: 19.)

Megoldas
Készitsiink tablazatot! (/. tablazat)
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2 éve most 3 év mulva
Kata életkora 3x 3x+2 3x+5
testvére életkora X x+2 x+5

1. tablazat

3x+5=2(x+5), amibdl x=5. Kata 17 éves, a testvére 7, Kata 10
évvel id6sebb.

Feladat

Egy baratom azt mondta, hogy 5 év mulva az 5 évvel ezel6tti életko-
rom haromszorosanal 5 évvel lesz iddsebb, mig én 5 év mulva feleannyi
1d6s leszek, mint 6. Hany éves a bardtom? (Gador E. et al. 1990: 147.)

Keverési feladatok

Példa
5 liter 12%-os ¢és 3liter 40%-os sdoldatot 6sszedntdttek. Hany szazalé-
kos lett a keverék?

Megoldas
oldat () | toménység (%) °1d0t:l;myag
1. oldat 5 12 5.012
2. oldat 3 40 3.04
k ek 8 g.
re X —
- 100

2. tablazat

Az oldott anyag a keverékben annyi, mint a két oldatban dsszesen:
5.0,12+3-0,4= 8-% , amibd1 kapjuk, hogy x = 22,5 szézalékos

a keverék.
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Megjegyzés

Hasonl6 tablazat hasznalhatd, ha az oldat mennyisége, az oldat to-
ménysége ¢és az oldott anyag mennyisége koziil barmelyik kettd ismert, és
a harmadikat kell meghataroznunk.

Mozgasos feladatok

Példa

Ha az autobusz az utat A-bdl B-be 8 km/h-val nagyobb atlagsebesség-
gel tenné meg, akkor menetideje 48 perccel rovidebb lenne; ha viszont
atlagsebessége 2 km/h-val kisebb volna, menetideje 15 perccel hosszabb
volna. Mekkora az autobusz atlagsebessége? Mekkora az Ut hossza? (Ga-
dor E. et al. 1990: 142.)

Megoldas
cax . talalkozasig megtett
id6 (h) sebesség (km/h) it (km)
szokasos t \% vt
gyorsabban t-0,8 v+8 (v+8)(t-0,8)
lassabban t+0,25 v-2 (v-2)(t+0,25)

3. tablazat

A vi=Ww+8)(—-0,8) és vt =(v—-2)(t+0,25) egyenletrendszer meg-
oldasa adja az eredményt.

Feladat

A Szegedrdl Budapestre kozlekedd vonat hétfon Cegléd €s Budapest
kozott palyaépitési munkdlatok miatt harmadara volt kénytelen csokken-
teni az addigi atlagsebességét. Hétvégén a Ceglédtdl szamitott 19 km-es
szakaszon Ujra a régi atlagsebességével mehetett, viszont utdna Budapes-
tig megint harmad akkora lehetett csak a vonat atlagsebessége. gy hétfon
30 perccel tobbet késett, mint a hétvégén. Mekkora a vonat eredeti atlag-
sebessége km/h-ban? (Emelt szintii érettségi 2006. majus.)
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Egyiittes munkara vonatkozo feladatok

Példa

Egy munkat két ember koziil az elsd 15 oraval rovidebb id0 alatt végez
el, mint a masik. El6sz6r 10 6réan at az elsé ember dolgozott, majd 30
oraig a masik. Mennyi id0 alatt készitette volna el a munkat kiilon-kiilon
az elso, illetve a masodik?

Megoldas
Toltsiik ki a feladat szovege alapjan az alabbi 4. tabldzatot!

munkaido egységnyi ido , a munka
.. tényleges .
egyediil dol- | alatt a munka . 1z elvégzett
, , munkaidé .
gozva elvégzett része resze
1. X 1/x 10 10/x
2. x+15 1/(x+15) 30 30/(x+15)

4. tablazat

10 30

_+ =

x x+15

10x +150+30x = x(x +15)

x* —25x-150=0

x, =30 x,=-5

Az elsé ember 30 oOra, a masodik 45 ora alatt végezne egyediil a mun-
kéval.

Feladat

Panni és Kati elvallalta, hogy legépelik Dani szakdolgozatat. A két
lany egylittes munkaval 12 ora alatt végezne a gépeléssel. Kedden reggel
8 orakor kezdett Panni a munkahoz, Kati 10-kor fogott hozza. Megallas
nélkiil, egyenletes sebességgel gépeltek kedden 14 oraig, ekkor a kézirat-
nak 40%-aval végeztek, és abbahagytdk a gépelést. Hany ora alatt gépelné
le Panni, illetve Kati egyediil a teljes szakdolgozatot (egyenletes munka-
tempodt, és sziinet nélkiili gépelést feltételezve)? Szerddn reggel 9-kor
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egyszerre kezdtek hozzd a gépeléshez, és egyszerre fejeztek be. Kozben
Panni fél 6ra ebédsziinetet tartott, Kati egy oranyi idOtartamra hagyta ab-
ba a munkat. Hanykor fejezték be a lanyok a munkat? (Emelt szintii érett-
ségi 2006. majus.)

Szamjegyes feladatok

Példa

Egy kétjegyli szdm szdmjegyeinek kiilonbsége 4. Ha a szamot és a

szamjegyeinek felcserélésével kapott szamot dsszeadjuk, akkor 110-et ka-
punk. Melyik ez a két szam?'

Megoldas
tizes egyes a kétjegyii szam
eredeti X x+4 10x+(x+4)=11x+4
felcserélt x+4 X 10(x+4)+x=11x+40

5. tablazat

11x+4+ 11x+40=110, amib6l x = 3. A két szam a 37 és a 73.

7.1.2. Exponencialis és logaritmikus egyenletek tipusai (definicio
ill. azonossagok alkalmazasa)

Példa

2
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet! é-4\/43"“ =83

Megoldas

Mindkét oldalon egytagu kifejezés all, ezért az egyenletet nem rendez-
ziik, hanem a hatvanyozas definicioit, illetve azonossagait hasznalva a két
oldalt azonos alapt hatvanyként irjuk fel:

! http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2 matematika/3 modulleirasok-
tanar-tanulo-eszkoz/2_a_tipus/9-evfolyam/2 tanari modulok/ amat9 17 2
modulleiras.pdf
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3x-1 2
@) =)
3x—1
2—3+ 5 :2_2
Az exponencialis fliggvény szigori monotonitdsa miatt a két azonos
alapu hatvany csak akkor lehet egyenld, ha kitevoik megegyeznek, ebbdl
x =1 adddik.

Példa
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket!

a) 3774437 45.37 237 =4 b) 4 24312 =4

Megoldas
a) Az egyenlet egyik oldala tobbtagu, és nem rendezhetd at tigy, hogy
a két oldalon egytagu kifejezések legyenek, de a hatvanyalapok egy-
formak. Ilyen esetben a kitevOket irjuk fel egyszeribb alakba, fel-
hasznalva a hatvanyozas azonossagait!
3—2+4-3—+5-3" -2-3".3=4
3 3
Innen a k6z0s nevezdvel vald beszorzés €s a kijelolt miveletek el-
végzése, Osszevonds, rendezés utan kapjuk a megoldast. Az egysze-
riinek tind feladat sok hibalehetdséget rejt azok szamadra, akik bi-
zonytalanok a hatvanyozas azonossagaiban vagy a miiveleti tulaj-
donsdgokban. Szdmukra megkdnnyiti a megoldast egy 0j ismeretlen
bevezetése:

3" helyett a-t irva: % + 4?61 +5a—-6a=4
alakba irhatjuk az egyenletiinket. Ebbdl a =9, igy x = 2.

b) Hasonlo atalakitasokkal, 2 helyett 0j ismeretlent bevezetve, ma-
sodfoku egyenlethez jutunk. Ennek megoldésai:

Elobbibdl x = -2, utdbbinak nincs megoldasa, mert 2* > 0.

188



. ,,BLFELEJTETT” FELADATMEGOLDASI ALGORITMUSOK

Példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

log,[2 +log,(9-1log, x)]=1

Megoldas

Altalaban érdemes az egyenleteket az értelmezési tartomany felirasaval
kezdeni, de ennél a feladatnal ez most hosszadalmas volna (harom
egyenlbtlenség vizsgalata), a megoldasok ellendrzésével kideriil, ha az
eredmény nem eleme az értelmezési tartomanynak. A logaritmus defini-
cidja szerint:

[2 +1log, (9 —log, x)]= 3", rendezés utan:

log,(9—log, x)=1, ismét a definici6 alapjan:

9—log, x =6, az el6z6 lépéseket ismételve:

log, x =3, amibdl x = 8 (ellendrizve) megoldas.

Példa
Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet: lg(x — 3) + lg(x — 2) =1-1g5.

Megoldas
Az egyenlet akkor értelmezhetd, ha x >3. A jobb oldalon az 1 helyett
a logaritmus definicioja szerint lgl10-et irunk, majd alkalmazzuk a loga-

ritmus azonossdgait:

lg(x - 3)(x - 2) = lg%

A logaritmusfiiggvény szigorti monotonitdsa miatt a két (azonos alapt)
logaritmus pontosan akkor lehet egyenld, ha argumentumaik megegyez-
nek. A kapott masodfoki egyenletbdlx, =4¢és x, =1, de utobbi nem
eleme az értelmezési tartomanynak, tehat nem megoldas.

Példa

x®* =1000x"

Megoldas

ET: R". Mivel az alap és a kitevd is ismeretlen, vegyiik mindkét oldal

logaritmusat!
A logaritmus azonossagainak alkalmazasaval €s Ig x = a 01j ismeretlen

bevezetésével aza’ = 3 + 2a masodfokl egyenletre vezethetd vissza a fel-
adat.
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7.1.3. Diofantoszi egyenletek
Példa
2n+10

Hatarozzuk meg azokat az n egész szamokat, amelyekre a "
n+

egész szam!

Megoldas

A feladat megoldhaté masodfoku diofantoszi egyenletre visszavezetve is:

210 kezZomt10=kntk

n+1

egyenlet egész megoldasait keressiik.

Atrendezés utan: kn+k—2n=10. A bal oldalt szorzattd alakitva:
(k-=2)(n+1)+2=10, azaz (k—-2)(n+1)=8. A 8-at két egész szam
szorzataként kell felirnunk:

1-8,2-4,4-2,8-1,—1-(~8), —2-(~4), —4-(=2), — 8- (=1).

Megoldasok: (k, n)-re: (3, 7), (4, 3), (6, 1), (10,0), (1, -9), (0, -5), (-2, -3),
(-6, -2).

Feladat

Egy cm-ben mérve egész ¢élhossziusagh kockat feldaraboltunk 99 kisebb

kockara gy, hogy koziiliik 98 darab egybevago, 1 cm ¢l kis kocka. Szamit-
sa ki az eredeti kocka térfogatat! (emelt szintii érettségi 2005. oktober)

Felhasznalt irodalom

Gador E., Gyapjas F., Harspatakiné¢ D.V., Koranyi E., Pogats F., Reiman
I. & Scharnitzky V. (1990): Osszefoglalé feladatgyiijtemény matemati-
kabol. Budapest, Tankonyvkiado.

Konfar L., Kozmané J. A., Pintér K. (2010): Sokszinii matematika mun-
kafiizet 8. Mozaik Kiado, Szeged.

Egyszerii egyenletek, Kompetencia alapti programcsomagok, Matematika
kompetencia, Educatio Téarsadalmi Szolgaltatdé Nonprofit Kft. (2008):
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2 matematika/3 mo
dulleirasok-tanar-tanulo-eszkoz/2 a tipus/9-evfolyam/2 tanari
modulok/amat9 17 2modulleiras.pdf (2015.01.05.)

Feladatsorok az emelt szintii irasbeli érettségi vizsgakon: http://www.ok-
tatas.hu/kozneveles/erettsegi/feladatsorok vizsgatargyankent/!DARI
ErettsegiFeladatsorok/oh.php?id=erett ut reszlet (2015.02.25.)
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7.2. Trigonometrikus egyenletek megoldasi modszerei

A szogfiiggvények altalanositdsakor, 10. évfolyamon tanuloink mar
rendelkeznek az egyszeriibb trigonometrikus egyenletek (pl.sinx =0,8)

megoldasahoz sziikséges ismeretekkel. Hasonlo egyenletek megoldasa el-
mélyiti a szogfliggvény fogalmat, tudatositja a periodicitasat. A 11. évfo-
lyamon a trigonometria alkalmazasainak részeként oldunk meg kiilénb6z6
tipust trigonometrikus egyenleteket. Kerettantervi és érettségi kovetel-
mény a definiciok és azonossagok kozvetlen alkalmazasat igényld egy-
szer(l trigonometrikus egyenletek megolddsa. Az ezekhez sziikséges alap-
vetd szogfiiggvények kozotti kapcsolatok alkalmazasa elvarhatd, de az
addicios tételeket csak emelt szinten tanitjuk.

A trigonometrikus egyenletekre nem lehet 4ltalanos megoldasi mod-
szert talalni, am ezeket is érdemes bizonyos tipusfeladatok megolddsanak
bemutatasaval tanitani, fokozatosan haladva a legegyszertibbektdl az 6sz-
szetettebb egyenletek felé.

7.2.1. Azonos szogfiiggvények egyenlosége

A kovetkezdkben a

sina =sin B, cosa =cosf, tga =tgf, ctga = ctgf
alaku egyenletekkel foglalkozunk.

Példa
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket!

: . V1
a) sinSx = s1n(x - gj b) cos(x +60°) = cos2x
Megoldas

a) Két eset lehetséges: a szogek periddustol eltekintve vagy egyenlok,
vagy kiegészité szogek (I.a. dbra).

1. eset: 5x:x—%+k2ﬂ 2. eset: 5x:ﬂ—(x—%)+n2ﬂ
x=—£+k£ keZ )c:2—ﬂ+nZ neZ
12 2 9 3

b) Két eset lehetséges: a szogek peridodustol eltekintve vagy egyenldk,
vagy ellentett szogek (1.b. abra).
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1. eset: x+60°=2x+k360° 2. eset: x+60°=-2x+n360°
x, =60°-£k360° keZ x, =—20°+n-120° neZ

'

:
9} cosay
-a /05

1.a. dbra 1.b. abra

Megjegyzések

— Figyeljiink arra, hogy a helyes megoldast tobbféle alakban is felir-
hatjuk, pl. a b.) részben masik periddust valasztva az
x, =100°+n-120° is helyes megoldas.

— A tga =tgf, illetve a ctga = ctgfl egyenletek megoldasa annyival
egyszeriibb, hogy — mivel egy peridduson beliil ezek a fliggvények
szigoriian monoton tulajdonsaguak — elegendd egy esetet vizsgalni, a
szogek csak periddusukban kiilonbdzhetnek.

7.2.2. Potszogek kozotti osszefiiggések felhasznalasa
A kovetkezdkben a
sin ¢ = cos 3, tga = ctgf alakl egyenletekkel foglalkozunk.

Példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet! sin3x =cosx

Megjegyzés

A sina =cosfl ¢és a tga =ctgf tipusi egyenleteknél a potszogek
szogfliggvényei kozotti osszefliggéseket hasznaljuk fel:

cosa =sin(90° — ), illetve ctga = tg(90° — ).
A példaban szerepld egyenlet e szerint a kovetkezd alakban irhatd fel:
sin3x = sin(90° — x), ami az el6z0 pontban ismertetett tipusu egyenlet.
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7.2.3. sinae = —sinf, cosa = —cosf, tga = —tgf, ctga = —ctgf
alaku egyenletek

Példa

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan!
a) tg3x = —tgx b) cos2x =—cosx

Megoldas

a) Az értelmezési tartomanyt tangens €s kotangens esetében vizsgaljuk
meg:

x¢£+kﬂ,x¢£+k—ﬂ (keZ).
2 6 3

A tangensfiiggvény paratlan, azaz — tgx = tg(—x), ezért
tg3x = tg(—x)
3x =—x+kmn

X=— keZ

b) A koszinuszfliggvény paros, ezért az eldbbi eljaras nem hasznalhato.
E helyett a definicié alapjan belathato
cos(w — o) = —cosa Osszefliggést hasznalhatjuk, vagy a potszogekre
vonatkoz6 kapcsolat szerint az el6z8 példaban ismertetett modon
szinusz szogfliggveényre tériink at, az egyenlet mindkét oldalan.

Megjegyzések

— A sinx, tgx, ctgx figgvények mindegyike paratlan, ezért
asina =-—sinf3, tga =-tgP, ctga =—ctgf
esetekben a minusz eldjeltdl a példa a.) rész€ben bemutatott mdédon
,szabadulhatunk meg”.

— Asina =—cosf, tga = —ctgP tipusu egyenleteknél az el6z6 két
pontban emlitett modszereket kombinaljuk.

— A b.) részben felirt egyenlet a kétszeres szogek szogfliggvényének
felhasznalasaval visszavezethetd masodfoku egyenletre.

193



BALLA EvA

7.2.4. a-sin” x = b-cos” x alaki egyenletek

Példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

3sin x =+/3 cosx

Megoldas

A cosx nem lehet 0, mert akkor az egyenlet jobb oldalanak is 0-val kell
egyenldnek lennie, de sinx €s cosx egyszerre nem lehet 0. Ezért osztha-
tunk cosx-szel, majd felhasznaljuk, hogy

SmY _ tex . Igy egyenletiink: rgx = ﬁ, azaz x =30°+k -180°.
Cos X 3
Megjegyzés

Az a-sin” x =b-cos” x alakt egyenletek megoldhatok a fenti modon,
tg"x -re visszavezetve az egyenletet.

7.2.5. Szorzatta alakitassal megoldhato egyenletek

Példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
2-sin x = tgx

Megoldas
ET:x¢%+kﬂ (keZ).
A szorzatta alakitas modszerét fogjuk hasznalni.

) sin x
2sin x =

CcosXx
2sin X - COSX = sin X

sin x(2cosx—1)=0
. 1
=sinx =0, vagy cosx :E

x=kr, keZ x]=%+l-27r, x2=—%+n-2ﬂ IlneZ.
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Megjegyzés
A 2. sorbol a kétszeres szogek szogfiiggvényének felhaszndlasaval:
sin2x =sinx

l.eset: 2x=x+k-27 2.eset: 2x=mw—x+n-2x
x=k2r keZ x:%+nzTﬂ neZ.

Ugy tiinik, az el6z6 megoldassal méas eredményeket kaptunk. Ez azon-
ban nem igy van, errdl az egy periodusba es6 megoldasok felsorolasaval
(vagy abrazolasaval) meggyb6zddhetiink.

Trigonometrikus egyenleteknél eléfordul, hogy az eredmény alakja
fligg a megoldas modjatol, erre érdemes felhivni tanuloink figyelmét.

7.2.6. Masodfokura visszavezetheté egyszeriibb trigonometrikus
egyenletek

Példa

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
2sin’ x+5cosx—4=0

Megoldas

A sin’x+cos’ x =1 Osszefliggés felhasznalasaval az egyenletet ma-
sodfoku egyenletre vezetjiik vissza:

2(1—cos® x)+5cosx—4=0
2-2cos” x+5cosx—4 =0,>bevezethetink egy 1 ismeretlent
(cosx=y)

~2y*+5y-2=0
1
n=2 y :E

Az els6 nem ad megoldast, mert cosx<I1, a masikbol

X, =£+l-2ﬂ', X, =2—ﬂ+n-2ﬂ l,neZ.
3 3
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7.2.7. Masodfokura visszavezetheto,
a-sin” x+b-sin” x-cos” x+c-cos” x =0 alaku egyenletek

Példa

Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezd egyenletet!
(Czapary E. 2006: 213)

2cos’ x —3sinx-cosx+5sin’ x =3

Megoldas

A jobb oldalt 3(sin’ x +cos” x) alakban irva, majd az egyenletet at-

rendezve a kovetkezot kapjuk:

—cos’ x—3sinxcosx+2sin’ x=0.
A cosx nem lehet 0 (lasd 7.2.4. fejezet, 194. oldal), ezért oszthatunk

Sin X

cos” x-szel. A = tgx Osszefliggést felhasznalva

COS X
a —1-3tgx +2tg’x =0
egyenlethez jutunk.
Megoldéasok: x, =1,059+kn, x,=-0,2737+Ir (k,l€Z).

Megjegyzés

Altalanosan az

a-sin” x+b-sin” x-cos" x+c-cos” x=0

alaku egyenlet a fenti modszert kovetve tg"x -re masodfoku egyenletté
alakithat6 at.

7.2.8. a-sinx+b-cosx+c=0alaka egyenletek

Példa
Oldjuk meg asin x + J3cosx=4/3 egyenletet! (Gador E. 1990: 353)

Megoldas
Osszuk el az egyenletet 2-vel, majd hasznaljuk fel, hogy az

l = cos60°, 73 = sin 60°.

A sin(a + f) =sina cos  +cosasin f addicios Osszefiiggést felhasz-

nalva egyenletiink a
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V3

sin(x + 60°) = - alakot olti.
Megoldasai: x, = k-360° x, =60°+1-360°. (k,l € Z)

Megjegyzés
Az a-sinx+b-cosx +c = 0egyenletet va* +b* -tel osztva a bal oldal
mindig atalakithatd sin(x + o) alakba, mert taldlhat6 olyan « szog, melyre:
b

a )

cosSqt = ——, singt = ———.
2 2 2 2
a +b va  +b

7.2.9. Ertékkészlet vizsgalataval megoldhaté trigonometrikus
egyenletek

Példa
Mely valds szamokra igaz, hogy sin 7x + cos2x = —2? (Gador E. 1990:

342)
Megoldas
A szinusz- ¢és a koszinuszfliggvény értékkészlete is [-1; 1], ezért az
egyenloség csak ugy teljestilhet, ha sin7x = —1¢s cos2x =—1. El6bbibol
X = 3z + kz—ﬂ, utdbbibol
14 7

x:%+lﬂ, ahol k,l e Z.
A két egyenlet egyszerre akkor teljesiilhet, ha

3 k2x
+ [

14 7
[ =2n, (k="7n+1)alaku egész szamok esetén allhat fenn,

T
=—+/[r,amely az

azaz x:%+2nﬂ, ahol ne 7.
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Felhasznalt és ajanlott irodalom

Agotai L. (1999): Ez az optimum. Kisujszallas, Szalay Konyvkiadd és
Kereskeddhaz Kft.

Czapary E., Czapary E., Csete L., Hegyi Gy., Ivanyiné H. A. & Reiman 1.
(2006): Gyakorlo és érettségi felkészito feladatgyijtemény IIl. Buda-
pest, Nemzeti Tankonyvkiadd.

Gador E., Gyapjas F., Harspatakin¢ D.V., Koranyi E., Pogats F., Reiman
I. & Scharnitzky V. (1990): Osszefoglalé feladatgyiijtemény matemati-
kabol. Budapest, Tankonyvkiado.

7.3. Koordinatageometriai feladatok analizise

A koordinatageometria eldzményei (grafikonok, ponthalmazok abra-
zolasa koordinatarendszerben, miiveletek vektorokkal) el6fordulnak al-
sobb évfolyamokon is, a 11. évfolyamon sorra keriild fejezet mégis telje-
sen ujnak tekintheté abban a megkozelitésben, mely szerint feladata geo-
metriai problémak algebrai eszkozokkel torténd megoldasa. Ahhoz tehat,
hogy valaki j6 legyen ebben a témaban, biztos geometriai €és algebrai ala-
pokkal kell rendelkeznie. Ez adja ennek a témakornek a nehézségét és
egyben a szépségét is.

Tanuloink jo részének nehézséget okoz egy-egy hosszabb feladat meg-
oldésa, hiszen eldszor fel kell idézni a probléma megoldasdhoz sziikséges
geometriai ismereteket, majd az egyes lépések végrehajtdsa soran algebrai
feladatokat is meg kell oldaniuk. Az Osszetett feladatok megoldasaban
segithet ezek kisebb egységekre bontdsa. Az egységek olyan egyszert,
rovid koordinatageometriai feladatok legyenek, amelyek megolddsa mar
ne jelentsen problémat a didkoknak. Természetesen ehhez sziikség van a
témakor elején egy hosszabb, alapoz6 szakaszra, amikor az ilyen egyszerii
tipusfeladatok begyakorlasara forditunk idot.

7.3.1. Miiveletek a koordinatasik vektoraival

Ha adott a(a;. az) ¢és b(b;; by) vektor, akkor megadhatd a két vektor
Osszege, a két vektor kiilonbsége, vektor szamszorosa, vektor +90° illetve
-90°-o0s elforgatottja, vektor abszolutértéke, két vektor skaldris szorzata,
két vektor hajlasszoge.
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Feladatok

Adott az a (-3; 4) és a b (7; 2) vektor.

(1) Szamitsuk ki a két vektor abszolutértékét, skalaris szorzatat, hajlas-
szogét!

(2) Adjunk meg az a vektorral parhuzamos vektort, melynek hossza
fele az a hosszanak!

(3) Adjunk meg a b vektorra merdleges vektort, melynek hossza egy-
ségnyi!

(4) Dontstik el, hogy a ¢(8; -28) ¢és a d(7,5; 10) vektorok kozott van-e
az a vagy b vektorral parhuzamos vagy rajuk merdleges vektor!

7.3.2. Pont koordinatageometriaja

Annak ismeretében, hogy a koordinatasikon a pontok koordinatai meg-
egyeznek a pontba mutatd helyvektorok koordinatdival, vektorok segitsé-
gével igazolhatok a szakasz hosszéra, felezopontjara, harmadoldpontjara,
adott aranyu osztopontjara, hdromszog sulypontjara vonatkozé képletek.

Ha adott A(a;. ay), B(b;; by) és C(c;; c;) pont, akkor megadhatok az
AB vektor koordinatai, az AB szakasz hossza, az AB szakasz felezOpontja,
az ABC haromszog sulypontja.

Megjegyzés

A szakasz hosszanak kiszamitdsa két egyszertibb ismeretbdl dsszerak-
hato (kezdd- és végpontjaval adott vektor koordinatai, vektor abszolut-
értéke). A képlet megjegyzésében az is segithet, ha egy dbran bemutatjuk,
hogy a Pitagorasz-tétel alkalmazasardl van szo.

Feladatok ,
(5) Adott a koordinatasikon két pont: P(-1; 5), O(7; 3). Irjuk fel a

PO vektor koordinatait!

6) Egy vektor kezd6pontja A(5; 2), az AB =v, ahol v(-3; 7). Hatéaroz-
zuk meg AB vektor vegpontjanak koordinatait!

(7) Adott hdrom pont: 4(2; 3), B(-4; 5), C(5; 8). Allapitsuk meg, hogy
egy egyenesre illeszkednek-e!

Megjegyzések

— Nagyon egyszerii, de nagyon lényeges ismeretekrél van szd, szinte
mindig hasznaljuk, hogy a koordinatarendszer tetszOleges vektora
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egyenld a végpontjaba ¢és a kezdépontjaba mutatd helyvektorok kii-
1onbségével.

— Gyakori hiba, hogy a vektor végpontjanak koordinatait mindig egyen-
16nek tekintik a vektor koordinataival. Ez azonban csak az origdobol
kiindul6 helyvektorokra igaz.

— A (7) Gsszetettebb feladat: a harom pontbol képezni kell két vektort,
¢s ezekrol kell eldonteni, parhuzamosak-e.

Feladatok
(8) Adott a koordinatasikon két pont: A(-1; 3), B(5; 7). Hatarozzuk
meg az AB szakasz felezOpontjanak koordinatait!
(9) Adott a PQ szakasz egyik végpontja: P(8; 2) ¢s felezdpontja
F(5; -3). Adjuk meg a szakasz masik végpontjanak koordinatait!

(10) Adott a koordinatasikon két pont: A(-1; 3), B(5; 7). Hatarozzuk
meg az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadolopontjanak koordi-
natait!

(11) Adott egy szakasz egyik végpontja: A(-5; 7) és egyik harmadolo-
pontja H(3; 1). Adjuk meg a szakasz masik végpontjanak koordi-
natait!

(12) Adott az AB szakasz két végpontja: A(-4; -5) és B(2; 3). Hataroz-
zuk meg, milyen ardnyban osztja az AB szakaszt a P(0,8; 1,4)
pont!

(13) Adottak egy haromszog csucspontjai: A(2; 3), B(-4; 5), C(5; 8).
Hatarozzuk meg a haromszog sulypontjanak koordinatait!

(14) Adott egy haromszog két csucsa: A(8;2), B(-1;5) és sulypontja
S(3; 6). Adjuk meg a harmadik csucspont koordinatait!

(15) Egy haromszog oldalainak felezépontjai: E(-2;-3), F(4;-2), G(1;
3). Adjuk meg a cstucsok koordinatait!

Megjegyzések

A felezOpontra, osztdpontra, silypontra tanult 6sszefliggések gyakorla-
sara szolgalnak a fenti példak. A (11) feladatban vektorokkal is szamol-
hatunk a harmadoldpontra vonatkoz6 Osszefliggés helyett. Az (12) fela-
datban az AP és PB szakaszok hosszaval (vagy vektorok szamszorosaval)
célszerli szdmolni, nincs sziikség az osztopont koordindtainak altalanos
képletére. A (15)-ben egyenletrendszer helyett vektorokkal is dolgozha-
tunk.
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Példak

(16) Adottak egy haromszog csucspontjai: A(-2; 3), B(4; -1), C(2; 4).
Hatéarozzuk meg a haromszog keriiletét!

(17)Szamitsuk ki az ABC haromszog szogeit, ha A(-2; 3), B4; -1),
C(2; 4)!

Megjegyzés

Most is tobbféle megoldas koziil valaszthatunk (vagy mindet megbe-
sz¢élhetjiik). 1) Az oldalak hosszat kiszamoljuk, majd koszinusztétellel a
legnagyobb szdget, aztan még egy szoget koszinusz- vagy szinusztétellel.
2) Oldalvektorokat frunk fel, és a skalaris szorzatukbol hatarozzuk meg a
szogeket. Vigyazzunk arra, hogyan iranyitjuk a vektorokat! (Pl. az A4

csucsnal levo szoget nem adja meg az AB és a CA vektorok hajlasszoge,

az utdbbi helyett is az 4-bdl induld AC vektorra van sziikség.)

Példa
(18) Adottak egy haromszdg csucspontjai: A(-2; 3), B(4; -1), C(2; 4).
Hatéarozzuk meg a haromszog teriiletét!

Megoldas
1) Kiszdmoljuk a hdromszog két oldaldnak hosszat, és az ezek 4ltal be-
zart szoget, majd hasznaljuk a

a-b-siny

T = teriiletképletet.

2) Kiszamoljuk a haromsz6g mindegyik oldalat, majd alkalmazzuk a
Heron-képletet.

3) A haromszoget befoglald téglalap teriiletébodl levonjuk a kiilsé de-
rékszogl haromszogek tertiletét.

4) Az egyenes egyenletének, illetve a pont és egyenes tavolsaganak
megtanitasa utan a kovetkezOképp is eljarhatunk: kiszamoljuk a ha-
romsz0g egyik oldalanak és a hozza tartozd6 magassagnak a hosszat,
majd ezekbdl szamoljuk a tertiletet.
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Feladatok

(19) Egy paralelogramma két csticspontjanak koordinatai A(5; 7), B(-4;
3), kozéppontjanak koordinatai K(1; -2). Hatarozzuk meg a hidny-
76 csucsok koordinatait!

(20) Egy paralelogramma harom csucspontjanak koordinatdi az egyik
kortiljarasi irdnyban: 4(2; 6), B(-1; 2), C(1; -1). Hatarozzuk meg a
negyedik csticspont koordinatait!

Megjegyzések

— A feladatoknak érdemes tobbféle megoldasat is megbeszélni. Ezzel a
paralelogrammardl tanultakat is felfrissithetjiik, és tobbféle koordi-
natageometriai gondolatmenetet gyakorlunk.

— A (20) feladat nehezebb valtozata az, hogy nem adjuk meg a koriilja-
rasi iranyt. fgy a teljes megoldas harom eset kiszamitasat jelenti.
Heterogén csoportban lehetdséget ad a differencialasra, ha a felada-
tot kétféle megfogalmazasban adjuk fel.

— Minden feladatnal segitséget jelent az dbra. Egy pontos dbrarol sok-
szor az eredmény is leolvashat6 (vigyazzunk, ez nem a teljes megol-
dasa a feladatnak), igy szdmitasainkat ellendrizni is tudjuk. Ossze-
tettebb feladatoknal érdemes kiilon véazlatot késziteni, amelyen a
megoldas tervét, Iépéseit végiggondolhatjuk.

7.3.3. Az egyenes egyenlete

Feladat

(21) Adott egy egyenes két pontja: A(x;. y;) és B(xz, y2). Adjuk meg az
egyenes két iranyvektorat, két normalvektorat, meredekségét,
iranyszogeét!

Megjegyzés

Hangsulyozzuk, hogy egy egyenesnek végtelen sok irdnyvektora €s
normalvektora Iétezik, mig a meredekség €s az irdnyszog egyértelmil.
Nézziink olyan példat is, amikor nem értelmezhet6 az iranytangens!

Az egyenes egyenletének levezetését kovetden mindenképpen mutas-
sunk olyan feladatokat, amelyek az egyenlet hasznalhatdosaganak megér-
tését segitik. Példaul: kiilonbozd kiindulasi adatokbdl egyenes egyenletét
felirni; adott pontokrol eldonteni, hogy illeszkednek-e valamely megadott
egyenesre; adott egyenes egyenletébdl bizonyos tulajdonsaggal rendelke-
z0 vagy tetszOleges pontokat leolvasni; adott egyenes egyenletébdl nor-
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malvektorat, irdnyvektorat, meredekségét megadni; egyenlet alapjan
egyenest abrazolni.
Példak
(22) Irjuk fel annak az egyenesnek egyenletét, amelynek adott
a) egy pontja A(12; 6) és egy normalvektora n(-2; 5),
b) egy iranyvektora v(6;-1) és egy pontja B(3; 4),
c) meredeksége m = —4 és egy pontja C(2; 9),
d) iranyszoge 30°¢s egy pontja D(7; 13),
e) két pontja E(-6;-4) és F(2; 12)!
(23) Illeszkednek-e az 5x+3y=4 egyenletli egyenesre a P(-1;3), O(2; -2)
¢és R(-4; 9) pontok?
(24) Adjuk meg a 3x-2y+6=0 egyenletli egyenesnek azt a pontjat a.)
amelyben metszi az x-tengelyt, b.) amelyben metszi az y-tengelyt,
c.) amelynek abszcisszaja 4, d.) amelynek ordinataja 5, e.) tovabbi
két tetszdleges pontjat!
(25) Adjuk meg a 4x-6y+8=0 egyenletli egyenes a.) két normalvekto-
rat, b.) két iranyvektorat, c.) meredekségét, d.) irdnyszogét!
(26) Abrazoljuk koordinatarendszerben a 2x+3y=12 egyenletii egyenest!
Ha mar ilyen feladatokat 6nalléan meg tudnak oldani a tanitvényaink,
tovabbléphetiink egy fokkal 6sszetettebb feladatokra.
Példak
(27) irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(5;
3) ponton és az y =2x — 3 egyenleti

a) egyenessel parhuzamos,
b) egyenesre merdleges!
(28) Abréazolas nélkiil allapitsuk meg, hogy a kovetkezd egyenesek ko-
z0tt melyek parhuzamosak vagy merdlegesek!
e:3x+5y=1 f:4x-5y=12 g:5x—-6y=30 h:2x+3y=>5

i:8x—-10y=7 j:y=§x+4 k:yz—%x—6 [:12x+10y =8

Megjegyzés

A normalvektor és az irdnyvektor fogalmanak megértése nem megy
mindig egyszerlien, a didkok egy része hajlamos keverni a kettét. A (22)
feladat megoldédsa sordn ramutathatunk arra, hogy a vektor €s az egyenes
kolesonos helyzetétdl fiiggden ugyanaz a vektor lehet iranyvektor €s nor-
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malvektor is. A fenti példakban az egyenesek egyenleteibdl le kell olvasni
a helyzetiiket jellemz6 adatokat, majd felhasznalni a parhuzamossag, il-
letve merdlegesség feltételeit. A feladatok megoldasdhoz az egyenes
egyenletének gyakorlasa sordn eldkeriild ismeretek és a vektorokrol ko-
rabban tanultak 6sszekapcsolasara van sziikség.

Két egyenes metszéspontjanak kiszamitasa elott célszerti visszatérni
arra, mit is jelent egy egyenes egyenlete. Ezt felhasznalva indokolhatjuk,
miért az egyenletrendszer megoldasa adja a metszéspont koordinatait.
Hasonlo gondolatmenet vezet barmely két alakzat metszéspontjainak ki-
szamitasahoz.

7.3.4. A Kkor egyenlete
A kor egyenletének levezetését kovetden mindenképpen mutassunk
olyan feladatokat, amelyek az egyenlet hasznalhatosaganak megértését
segitik. Példaul: a kor egyenletébdl kozéppontjat, sugarat megadni; adott
pontokrol eldonteni, hogy adott korhoz képest milyen helyzetiiek; adott
kor egyenletébdl bizonyos tulajdonsaggal rendelkezd vagy tetszdleges
pontokat leolvasni; kor egyenletét felirni atmérd vagy kozéppont ¢€s kerii-
leti pont ismeretében; egyenlet alapjan kort abrazolni.
Példak
(29) Hatarozzuk meg az
(x - 3)2 + (y + 2)2 =25 egyenletii kor kzéppontjat és sugarat!
(30) Milyen helyzettiek az
(x— 3)2 +(y+ 2)2 =25 egyenletli korhoz képest a kovetkezd
pontok: A(-1; 1), B(2; 0), C(-4; 5) pontok?
(31) Hatarozzuk meg az
(x— 3)2 +(y+ 2)2 = 25 egyenletli kor a.) 1 abszcisszaju pontjanak,
b.) -3 ordinataja pontjanak c.) tengelyekkel valdo metszéspontjai-
nak (ha vannak) koordinatait!
(32) Adjuk meg az (x - 3)2 + (y + 2)2 =25 kor négy tetszdleges pont-
janak koordinatait!
(33) Irjuk fel a kor egyenletét, ha atmérdjének végpontjai: A(6, 9) és
B(12;2)!
(34) Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja C(-4;
6) ¢s a kor egyik pontja P(2; 10)!
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Ezt kovetden érdemes a masodfoku kétismeretlenes egyenlet teljes
négyzetté kiegészitésével megadni a kor kanonikus egyenletét. A kor és
egyenes metszéspontjanak, a kor érintdjének meghatdrozasa soran a ko-
rabban tanitott ismeretekre épithetiink.

Nagyon fontos a fentickben bemutatott alapvetd szamitasok, ,kis 1épé-
sek” biztos ismerete. Ezek begyakorlasara szanjunk elegendd id6t, mert
ha az egyszerti szamitasokat sikeriil rutinna fejleszteni, akkor ez — az 6sz-
szetett feladatok egységekre bontasaval — megkdnnyiti komplexebb fela-
datok megoldasat is.
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